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ABSTRAK
Magnetohidrodinamik (MHD) adalah studi mengenai pergerakan aliran fluida
yang dapat menghantarkan listrik (konduksi listrik) yang dipengaruhi oleh medan
magnet. Fluida nano adalah campuran fluida cair sebagai fluida dasar dengan
partikel nano solid berukuran kecil antara 1   100 nanometer (nm) yang terdapat
didalamnya. Pada penelitian ini dibahas mengenai permasalahan aliran tak tunak
fluida nano magnetohidrodinamik (MHD) yang melewati bola teriris. Tahapan
penelitian ini yaitu menentukan persamaan pembangun berdimensi, selanjutnya
persamaan pembangun berdimensi yang terbentuk adalah persamaan kontinuitas,
persamaan momentum, dan persamaan energi, Kemudian persamaan tersebut
ditransformasikan kedalam bentuk persamaan non-dimensi dan selanjutnya ditrans-
formasikan lagi ke dalam bentuk persamaan non-similar. Persamaan lapisan batas
non-similar yang telah di dapat maka akan diselesaikan secara numerik menggu-
nakan metode beda hingga dengan skema Keller-Box. Hasil penyelesaian numerik
ini akan di analisis hubungan antara bilangan Prandtl (Pr), parameter magnetik (M),
sudut pengirisan bola (✓s), volume fraction nano fluid ( ) teradap profil kecepatan
(f
0
) dan temperatur (s). Hasil tahap simulasi numerik menunjukkan bahwa profil
kecepatan semakin besar dengan bertambahnya parameter magnetik, sedangkan
profil temperatur menurun. Semakin besar nilai ⌘ maka semakin meningkat
profil kecepatan variasi Pr, akan tetapi tidak terdapat pengaruh ⌘ secara signifikan
terhadap nilai variasi Pr yang diberikan sedangkan temperatur semakin menurun.
Semakin besar sudut irisan maka profil kecepatan semakin meningkat sedangkan
profil temperatur semakin menurun, kemudian profil kecepatan dengan variasi
nanoparticle volume fraction ( ) semakin meningkat pada saat nilai   adalah 0 
   0.5 dan semakin berkurang pada saat nilai   adalah 0.6     0.9. sedangkan
temperatur semakin meningkat.
Kata kunci: Magnetohidrodinamik (MHD), fluida nano, lapisan batas, metode
beda hingga dengan skema Keller-Box
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ABSTRACT
Magnetohydrodynamics (MHD) is a study of the movement of fluid flow that
can conduct electricity (electric conduction) affected by magnetic fields. Nano fluid
is a mixture of the liquid fluid with solid nano particles that the small solid nano
particles sized between 1   100 nanometers (nm) are inside it. On the research
discussed of the problems magnetohydrodynamics (MHD) was unsteady at nano
fluid boundary layer that flows past over the sliced ball. The nano fluid flow which
is influenced by the magnetic field evoke the boundary layer (boundary layer).
Boundary layer (boundary layer) formed on the sliced ball will be examined and
obtained then in the dimensional form builder equations. The dimensional builder
equation is the continuity equation, momentum equation and energy equation. Then
the equation is transformed into non-dimensional equations and then transformed
again into non-similar equation. The non-similar boundary layer equation acquired
then solved using numerical finite difference method with Keller-Box scheme. The
results of numerical solution will be analyzed for the relationship between Prandtls
number (Pr), magnetic parameters (M), sliced sphere angle (✓s), reservation angle
(x), volume fraction nano fluid ( ) towards the velocity profile (f 0) and the temper-
ature profile (s). The result of numerical simulation that the velocity profile be
increased along with magnetic parameter, and the temperature profile are decreased
when magnetic parameter. The greater the value of ⌘ then increasing the velocity
profile variation Pr, however, there is no effect eta as significant to any given value
variation Pr but the profil temperature is decreased. The greater the sliced angle so
that velocity profile be increased but the temperature profile decrease. And then the
velocity profile with variations nanoparticle volume fraction ( ) increases when the
value   is 0     0.5 and decreases when the value   is 0.6     0.9. while the
temperature is increasing.
Keywords: magnetohydrodynamic (MHD), nano fluid, boundary layer, the finite
difference method with Keller-Box scheme.
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BAB 1
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang
Magnetohidrodinamik (MHD) (dinamika fluida magneto atau hydromagnetics)
adalah studi mengenai pergerakan aliran fluida yang dapat menghantarkan listrik
(konduksi listrik) yang dipengaruhi oleh medan magnet. Aliran magnetohidrodi-
namika atau Magnetohydrodynamic flow (MHD) adalah penelitian yang penting
dalam kaitannya dengan aplikasi bidang teknik dan industri. Power generator
dan akselerator magnetohidrodinamik, pendingin reaktor nuklir dan pertumbuhan
Kristal adalah pengembangkan dari bidang MHD ini. Pada keadaan ini, hal
yang utama adalah hubungan timbal-balik antara kecepatan aliran dan medan
elektromagnet, yaitu aliran fluida yang menyebabkan adanya medan magnet dan
medan magnet yang menyebabkan adanya aliran fluida. (Widodo dkk, 2015)
Lapisan batas atau Boundary layer adalah lapisan tipis pada permukaan padat
atau solid surface yang terbatas pada daerah yang sangat sempit dekat dengan
permukaan kontur dimana dipengaruhi oleh adanya viskositas maupun gaya
inersia benda. Gaya inersia ini menunjukkan gaya yang diberikan oleh zat cair
apapun berdasarkan keadaan geraknya. Aliran fluida pada lapisan batas menurut
perbandingan gaya-gaya inersia dengan viskositasnya secara garis besar terdiri
dari tiga jenis aliran, yakni aliran laminer, aliran transisi dan aliran turbulen
(Widodo, 2012).
Berdasarkan pengamatan dari pengaruh magnetohidrodinamik pada fluida
mikrokutub telah banyak dilaksanakan penelitian, misalnya oleh Narayana dkk
(2013); Srinivasacharya dan Upendar (2013); dan Uddin dan Kumar (2013).
Banyak kasus pada magnetohidrodinamik fluida mikrokutub pada lapisan batas
diamati sebagai kasus dalam keadaan tunak atau steady-state. Padahal pada
lapisan batas, perubahan waktu amat berperan signifikan. Sementara itu, berbicara
tentang aliran fluida yang melalui suatu bola padat, yang melibatkan gaya tarikan
(gaya yang membuat suatu benda bergerak) yang timbul disekitarnya, kejadian ini
dipahami melalui identifikasi pemisahan aliran dan hal tersebut terjadi untuk aliran
tak tunak. (Widodo dkk, 2015)
1
Pada permasalahan yang nyata, berbagai macam fluida yang terjadi pada
berbagai macam keadaan tidak selalu dapat dinyatakan sebagai fluida Newtonian
(Widodo, 2012). Beberapa diantaranya kontradiksi dengan karakteristik fluida
Newtonian dan jenis fluida ini biasa dikenal dengan fluida Non-Newtonian.
Fluida yang digunakan pada penelitian ini adalah fluida nano yang termasuk
dalam fluida Newtonian. Istilah nano fluida berarti dua campuran fase, yaitu fase
kontinu dan fase terdispersi. Fase kontinu biasanya adalah berupa cairan dan
fase terdispersi adalah berupa partikel nano padat yang halus dan berukuran kecil
antara 1  100 nanometer (nm). Fluida nano merupakan larutan yang mengandung
partikel nano dengan ukuran 1   100 nm dalam fluida dasar. Dimana fluida nano
merupakan campuran fluida kerja, dengan tujuan yaitu penambahan partikel nano
ini dapat menaikkan temperatur, menaikkan luas permukaan perpindahan panas
yang terjadi, dan juga menaikkan koefisien perpindahan panas.
Gambar 1.1: Model Fisik dan Sistem Koordinat dari Lapisan Batas Aliran Fluida
Nano yang Mengalir Melewati Bola Teriris
Berdasarkan ilustrasi dari Gambar 2.1 menunjukkan aliran fluida nano yang
mengalir melewati bola teriris, Hal ini menimbulkan adanya lapisan batas
(Boundary Layer) antara bola teriris dan aliran fluida tersebut yaitu daerah titik
stagnasi (x = 0°). Sehingga dibangun persamaan lapisan batas dari hukum
konservasi kekekalan massa, hukum Newton II, dan hukum termodinamika. Aliran
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dari fluida pada permasalahan ini dianggap bergerak dari bawah kemudian melewati
sebuah bola teriris dalam keadaan diam dengan sudut pengirisan (✓s), jari-
jari (a), jarak daerah pengamatan terhadap permukaan bola teriris (y), dan tak
mampu-mampat dengan temperature disekitarnya adalah (T1). Pada penelitian
ini, persamaan lapisan batas yang diperoleh berupa persamaan berdimensi, yaitu:
persamaan kontinuitas, persamaan momentum, dan persamaan energi. Persamaan
berdimensi tersebut kemudian ditransformasikan dalam bentuk persamaan non-
dimensi. Kemudian mengubah bentuk non-dimensional ke persamaan similaritas.
Sehingga didapatkan persamaan lapisan batas similar yang dapat diselesaikan
secara numerik menggunakan metode beda hingga skema Keller-Box. Selanjutnya
dilakukan analisa hubungan dengan bilangan Prandtl (Pr), parameter magnetik
(M), sudut pengirisan bola (✓s), volume fraction nano fluid ( ), densitas fluida
nano (⇢ND), dan kapasitas fluida nano (⇢CND) teradap profil kecepatan (f
0
) dan
temperatur (s).
1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian latar belakang diatas, maka rumusan masalah yang dibahas
dalam dalam usulan penelitian ini adalah sebagai berikut.
1. Bagaimana model matematika dari aliran tak tunak fluida nano magneto-
hidrodinamik (MHD) yang melewati bola teriris?
2. Bagaimana penyelesaian numerik model matematika aliran tak tunak fluida
nano magnetohidrodinamik (MHD) yang melewati bola teriris dengan
menggunakanMetode Beda Hingga (Finite DifferenceMethod) skemaKeller-
Box?
3. Bagaimana pengaruh bilangan Prandtl (Pr), parameter magnetik (M), sudut
pengirisan bola (✓s), volume fraction nano fluid ( ), densitas fluida nano
(⇢ND), dan kapasitas fluida nano (⇢CND) teradap profil kecepatan (f
0
) dan
temperatur (s) pada aliran?
1.3 Batasan Masalah
Batasan masalah dalam usulan penelitian ini adalah sebagai berikut.
1. Bola teriris dalam keadaan diam.
2. Daerah yang diamati pada lapisan batas bola yang diiris yaitu pada titik
stagnasi (x = 0°)
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3. Aliran fluida bergerak dari bawah ke atas yaitu tegak lurus dengan posisi bola
teriris
4. Fluida yang diamati adalah fluida nano berkarakteristik Newtonian
5. Aliran fluida yang digunakan bersifat tak mampu-mampat (income-
pressible).
6. Pengirisan bola pada sudut 45  ✓s  90
7. Bola teriris yang diamati terletak pada aliran bebas tanpa ada halangan
didekat bola teriris.
8. Penyelesaian numerik menggunakan Metode Beda Hingga dengan skema
Keller-Box.
1.4 Asumsi
Asumsi dalam usulan penelitian ini adalah sebagai berikut.
1. Aliran dalam kondisi tak tunak (Unsteady).
2. Pada bola teriris tidak terjadi induksi medan magnet.
3. Pada aliran fluida tidak terdapat tegangan listrik sehingga pada bola teriris
memiliki medan listrik sama dengan nol.
1.5 Tujuan Penelitian
Berdasarkan perumusan masalah diatas, maka tujuan dari usulan penelitian ini
adalah
1. Menyusun model matematika dari aliran tak tunak fluida nano magnetohidro-
dinamik (MHD) yang melewati bola teriris di dalam fluida nano.
2. Mengembangkan solusi numerik dari model matematika aliran tak tunak
fluida nano magnetohidrodinamik (MHD) yang melewati bola teriris di dalam
fluida nano dengan menggunakanMetode Beda Hingga dengan skemaKeller-
Box.
3. Menganalisis bilangan Prandtl (Pr), parameter magnetik (M), sudut
pengirisan bola (✓s), volume fraction nano fluid ( ), densitas fluida nano
(⇢ND), dan kapasitas fluida nano (⇢CND) teradap profil kecepatan (f
0
) dan
temperatur (s) pada aliran.
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1.6 Manfaat Penelitian
Manfaat yang diharapkan dari usulan penelitian ini adalah sebagai berikut.
1. Sebagai salah satu bentuk konstribusi dalam pengembangan ilmu matematika
di bidang teknologi dan industri.
2. Sebagai salah satu bentuk konstribusi mengenai penerapan metode beda
hingga khususnya metode beda hingga skema Keller-Box yang diterapkan
pada model matematika aliran tak tunak fluida nano magnetohidrodinamik
(MHD) yang melewati bola teriris
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BAB 2
KAJIAN PUSTAKA DAN DASAR TEORI
Pada bab ini menjelaskan mengenai penelitian sebelumnya yang digunakan
dalam penelitian ini. Berikut adalah uraian dari penelitian-penelitian yang pernah
dilakukan sebelumnya dan teori yang berkaitan dengan penyelesaian masalah dalam
penelitian ini.
2.1 Penelitian Sebelumnya
Adapun penelitian yang telah lakukan sebelumnya yang digunakan sebagai
kajian pustaka dalam penelitian tesis ini adalah sebagai berikut.
1. Choi (1995) : Orang pertama menggunakan istilah nanofluida yang menggu-
nakan fluida cair dengan nano partikel tersuspensi didalamnya. Partikel CuO
dan Al2O3 berukuran nanometer dicampur dengan fluida cair diantaranya
air dan ethyleneglycol. Dari hasil penelitian diperoleh peningkatan termal
konduktivitas sebesar 20%. Peningkatan konduktivitas termal sekitar 60%
dapat dicapai untuk nanofluida terdiri dari air dan volume 5% nanopartikel
(CuO).
2. Pujanarsa(2006) : Studi eksperimental tentang pengaruh sudut putar terhadap
gaya angkat untuk berbagai sudut potong pada bola.
Dimana
FL : Gaya angkat
⇢1 : Massa jenis aliran bebas
µ1 : Viskositas aliran bebas
V1 : Kecepatan aliran bebas
D : Diameter bola
H : Tinggi pemotongan
t : Tarak titik pada bola terkena aliran datang terhadap garis horisontal melalui
pusat bola
↵ : Sudut putar / sudut pengamatan
Sudut-sudut potong besarnya yaitu, ✓: 30 , 45 , 53 , 55 , dan 75 . Adanya
sudut putar aliran ini akan menghasilkan gaya yang searah aliran (yaitu
gaya tahanan) dan gaya yang tegak lurus aliran (yaitu gaya angkat). Hasil
7
Gambar 2.1: Model Test dalam Test Section
eksperimen pada bola teriris menunjukkan bahwa gaya tahanan naik bila
sudut putar naik. Gaya tahanan ini mencapai nilai maksimum pada sudut
potong tertentu, dan setelah sudut potong tersebut gaya tahanan turun
3. Liu dan Yu : (2010) Melakukan penelitian mengenai karakteristik perpin-
dahan kalor fluida nano Al2O3/air pada saluran mini dibawah kondisi fluks
kalor konstan. Hasil penelitian menunjukkan bahwa koefisien perpindahan
kalor dan bilangan Nusselt fluida nano lebih tinggi dari fluida dasarnya
dan meningkat seiring dengan meningkatnya bilangan Reynolds dan laju
aliran. Penggunaan fluida nano sebagai fluida kerja transfer kalor dapat
dikatakan sangat baik karena hasil penelitian menunjukkan peningkatan
koefisien perpindahan kalor yang tinggi.
4. Kasim (2014) : Aliran konveksi bebas fluida viskoelastik yang melewati
permukaan sebuah bola kemudian diselesaikan secara numerik menggunakan
metode beda hingga dengan skema Keller-Box.
5. Mohammad (2014) : Aliran lapisan batas MHD tak tunak, telah dijelaskan
beberapa permasalahan yang membahas mengenai aliran konveksi paksa
maupun aliran konveksi campuran pada fluida kental yang melewati bola.
Pada penelitian tersebut diamati pengaruh adanya medan magnet terhadap
profil kecepatan, profil temperatur dan skin friction. Pada penelitian
tersebut juga dijelaskan bahwa nilai parameter magnetik jika ditingkatkan
atau diperbesar maka dapat meningkatkan ketebalan dari lapisan batas.
Dengan meningkatnya parameter magnetik didapatkan bahwa kecepatan yang
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dihasilkan semakin meningkat, dan temperatur semakin menurun.
6. Alkasasbeh (2015) : Membahas tentang banyak permaslahan salah satunya
yaitu aliran fluida nano konveksi campuran pada lapisan batas yang melewati
bola dalam keadaaan steady. Pada penelitian tersebut diamati pengaruh
nanopartikel volume fraction terhadap temperatur dan kecepatan. Pada
penelitian tersebut juga dijelaskan bahwa ketika nilai nanopartikel volume
fraction ditingkatkan maka nilai parameter konjugate meningkat, temperatur
meningkat tetapi kecepatan menurun.
2.2 Fluida
Terdapat tiga fase zat yang tersebar di alam, yaitu fase padat, gas, dan cair.
Karena fase gas dan cair tidak dapat mempertahankan bentuk yang tetap, maka
keduanya mempunyai kemampuan untuk mengalir, dengan demikian keduanya
disebut dengan fluida. Fluida merupakan zat yang berubah bentuk secara kontinu
bila terkena tegangan geser, berapapun tegangan geser tersebut (Widodo, 2012).
Tegangan geser adalah perbandingan gaya geser dengan luas permukaan sedangkan
gaya geser adalah komponen gaya yang menyinggung permukaan secara matematis
ditulis dalam bentuk:
⌧ = Fgeser/A
dengan
⌧ = tegangan geser (N/m2)
Fgeser = Gaya geser (N)
A = Luas Permukaan (m2)
Perbedaan zat cair dan gas ialah zat cair merupakan zat yang tak mampu
mampat (incompressible), sedangkan gas merupakan zat yang mampu mampat
(compressible). Kemampatan adalah perubahan (pengecilan) volume karena adanya
perubahan tekanan. Secara karakteristik fluida dibagi menjadi dua yaitu fluida
Newtonian dan fluida Non-Newtonian.
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Untuk fluida pada umumnya, tegangan dan laju regangan geser (gradient
kecepatan) dapat dikaitkan dalam suatu hubungan dalam bentuk
⌧ = µ✓˙
2.2.1 Fluida Newtonian
Fluida Newtonian adalah suatu fluida yang memiliki kurva tegangan/regangan
yang linier. Keunikan dari fluida Newtonian adalah fluida ini akan terus mengalir
sekalipun terdapat gaya yang bekerja pada fluida tersebut. Fluida Newtonian
memiliki vikositas yang hanya dipengaruhi perubahan temperatur dan tekanan
saja sehingga viskositas fluida tersebut adalah konstan, dan tidak bergantung pada
besar gradian kecepatan. Contoh Fluida Newtonian adalah air, udara, gliserin, oli,
benzana, dan lain sebagainya. Secara matematis persamaan dari fluida Newtonian
mengikuti hukum Newton tentang aliran yang ditulis sebagai berikut.
⌧ = µ
du
dx
; (linier)
dengan
⌧ = tegangan geser (N/m2)
µ = koefisien viskositas fluida (N/m2s)
du
dx
= gradien kecepatan yang arahnya tegak lurus dengan arah geser (s 1)
2.2.2 Fluida Non-Newtonian
Fluida Non-Newtonian adalah fluida yang tidak tahan terhadap tegangan geser
(shear stress), gradien kecepatan (shear rate), dan temperatur. Fluida Non-
Newtonian tidak akan terus mengalir ketika terdapat gaya yang bekerja pada fluida
tersebut sehingga viskositas fluida akan berubah (tidak konstan). Contoh Fluida
Non-Newtonian adalah fluida plastik padat, fluida eksponensial, fluida viskoe-
lastik, fluida thiksotropik, dan fluida rheopektik. Seperti lumpur, cat, minyak
pelumas, darah, obat-obatan cair, dll. Secara matematis persamaan dari fluida
Non-Newtonian tidak mengikuti hukum Newton tentang aliran yang ditulis sebagai
berikut (tegangan geser fluida Walter-B)
⌧ = µ✓(d)  k✓(2dˆ)
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dengan,
µ✓ = viskositas dinamik
k✓ = koefisien muatan
d = laju perubahan tensor
dˆ = variabel turunan konveksi
Berdasarkan kedua uraian tentang karakteristik suatu fluida diatas, perbedaan
antara fluida yang berkarakteristik Newtonian dan Non-Newtonian adalah linier dan
tidaknya antara tegangan geser dengan gradien kecepatannya. Hal ini diperjelas
melalui gambar yang menunjukkan kurva antara tegangan geser dengan gradient
kecepatan fluida yang berkarakteristik Newtonian dan Non-Newtonian (Potter,
2008)
Gambar 2.2: Klasifikasi Fluida
2.2.3 Fluida Nano
Fluida yang digunakan pada penelitian ini adalah fluida nano yang termasuk
dalam fluida Newtonian. Perkembangan nano teknologi baru ini telah mengarah
pada kelas fluida baru dan agak khusus yang disebut dengan fluida nano. Istilah
nano fluida berarti dua campuran fase, yaitu fase kontinu dan fase terdispersi.
Fase kontinu biasanya adalah berupa cairan dan fase terdispersi adalah berupa
partikel nano padat yang halus dan berukuran kecil antara 1  100 nanometer (nm).
Fluida nano merupakan larutan yang mengandung partikel nano dengan ukuran
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1   100 nm dalam fluida dasar. Partikel nano biasanya terbuat dari logam yang
secara kimia stabil, oksida logam atau karbon dalam berbagai bentuk (Ramadhan,
2012). Variasi tipe partikel nano yang baru ini diteliti menggunakan logam (metal)
dan logam oksida (metal oxide) adalah CuO (Copper oxide), Al2O3 (Alumunium
oxide), ZrO2 (Zirconium dioxide), SiC (Silicon carbide), SiO2 (Silicon dioxide),
T iO2(Titanium oxide), dan ZnO (Zinc oxide) (Azmi W.H dkk, 2015). Ukuran
dari partikel nano memberikan karakteristik yang unik terhadap fluida. Fluida
nano adalah campuran fluida cair sebagai fluida dasarnya dengan partikel solid
berukuran 1-100 nm. Fluida nano yang menggunakan fluida cair dengan partikel
nano didalamnya, contoh fluida cair diantaranya adalah air, oli, dan ethyleneglycol.
Model partikel nano yang di teliti baru ini adalah model partikel nano diam
(stationary particle model), yang ketergantungan pada konsentrasi volume dan
ukuran partikel. Kemudian model partikel bergerak (moving particle model) yang
menjelaskan tentang ketergantungan yang kuat akan temperatur pada medium
dihubungkan dengan variasi kecepatan partikel nano dengan temperaturnya. Telah
banyak penelitian pengembangan tentang fluida nano yang dapat digunakan sebagai
pendingin reaktor, pendingin pada elektronik, dll.
Partikel dalam ukuran nanometer ini menyebabkan meningkatnya interaksi dan
tumbukan antar partikel, fluida dan permukaan yang dilaluinya, adanya fluktuasi
pencampuran dan turbulensi dari fluida yang meningkat serta gradien temperatur
dari fluida yang mengecil. Ada dua teknik pencampuran fluida nano yaitu teknik
pertama, nano partikel dibuat dan dicampurkan ke dalam fluida dasar secara
bersamaan dan teknik kedua, pembuatan nano partikel dan pencampuran partikel
tersebut dilakukan terpisah. Akan tetapi kedua teknik tersebut memperoleh hasil
yang baik hanya untuk partikel nano oksida dan tidak untuk partikel nano logam
(Choi, 1995). Secara teoritis, fluida nano memiliki perbedaan yang lebih besar
dibandingkan dari fluida kerja biasa seperti air. Dimana fluida nano merupakan
campuran fluida kerja, yaitu penambahan partikel nano ini dapat menaikkan
temperatur, menaikkan luas permukaan perpindahan panas yang terjadi, dan juga
menaikkan koefisien perpindahan panas.
Secara Physical Case Perlu diperhatikan densitas dari partikel nano untuk
mendapatkan perbandingan campuran yang tepat. Pada penelitian sebelumnya
digunakan persentase volum untuk menentukan konsentrasi campuran. Volume
partikel ditentukan dengan menggunakan densitas sebenarnya dari partikel nano
dan massanya dengan mengabaikan massa udara yang terpertangkap di dalamnya.
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Sifat-Sifat Fluida Nano
1. Densitas Fluida Nano
Densitas adalah kerapatan atau massa jenis suatu fluida dan dapat didefin-
isikan sebagai massa suatu zat per satuan volume.
⇢nf = (1   )⇢f +  ⇢s
dimana ⇢nf adalah densitas fluida nano (kg/m3), nanopartikel volume
fraction adalah  , dan ⇢f adalah densitas fluida dasar (kg/m3), ⇢s adalah
densitas partikel nano (kg/m3). Persamaan diatas didapat dari korelasi Pak
dan Cho (1998), yang diambil dalam Alkasasbeh (2015).
2. Viskositas
Pada penelitian ini, viskositas yang dipakai adalah viskositas dinamik yang
didapatkan dari perhitungan prediksi menggunakan persamaan dari Brinkman
equation yaitu:
µnf =
µf
(1   )2.5
dimana µnf adalah viskositas fluida nano, viskositas fluida dasar adalah µf ,
dan nanopartikel volume fraction adalah  
3. Kalor spesifik fluida nano
Definisi kalor spesifik fluida nano yaitu jumlah energi yang dibutuhkan untuk
menaiikan satu satuan massa zat pada suhu satu derajat Celcius, kalor spesifik
fluida nano pada tekanan konstan (cp, nf) dapat diestimasikan berdasarkan
korelasi dari Xuan dan Roetzel (2000) sebagai berikut:
cp,nf = ((1   ) bfc(⇢bf ) +  ⇢pc(⇢p))/⇢nf
Dimana cp, nf,c(pbf ), c(pp) berturut turut adalah kalor spesifik fluida nano,
kalor spesifik fluida dasar, dan kalor spesifik partikel (kJ/kg.K), fraksi
volume dari partikel adalah  ,  bf , ⇢p, dan ⇢nf berturut-turut adalah densitas
dari fluida dasar, partikel nano, serta fluida nano (kg/m3)
4. Konduktifitas termal
Konduktivitas termal adalah suatu besaran intensif bahan yang menunjukkan
kemampuannya untuk menghantarkan panas. di dalam fluida nano dapat di
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rumuskan sebagai berikut:
knf
kf
=
(ks + 2kf )  2x(kf   ks)
(ks + 2kf ) + x(kf   ks)
2.3 Viskositas
Viskositas adalah ukuran kekentalan fluida yang menyatakan besar kecilnya
gesekan di dalam fluida. Makin besar viskositas suatu fluida, makin sulit fluida
mengalir dan makin sulit suatu benda untuk bergerak dalam fluida tersebut. Oleh
karena itu, viskositas dari suatu fluida dapat menjelaskan ketahanan internal fluida
untuk mengalir dan dapat digunakan untuk menganalisa pengukuran dari perge-
seran suatu fluida. Viskositas zat cair secara umum berkurang sejalan dengan
peningkatan suhu. Sedangkan viskositas gas secara umum bertambah sejalan
dengan peningkatan suhu. Hal ini dapat dikatakan bahwa Viskositas zat cair
berbanding terbalik dengan suhu zat, sedangkan viskositas gas berbanding lurus
dengan suhu suatu zat. Semua fluida (kecuali superfluida) memiliki ketahanan
dari tekanan sehingga disebut kental, tetapi fluida yang tidak memiliki ketahanan
tekanan dan tegangan disebut fluida ideal.
2.4 Aliran dan Lapisan Batas (Boundary Layer)
2.4.1 Aliran Fluida Berdasarkan Kriteria Waktu
Tipe aliran fluida yang memiliki pengaruh terhadap kriteria waktu pada
umumnya dibagi menjadi dua, yaitu: (Widodo, 2012)
1. Aliran Tunak (Steady Flow) Aliran tunak yaitu kecepatan aliran fluida tidak
dipengaruhi oleh perubahan waktu. Pada aliran tunak berlaku:
@u
@t
= 0
2. Aliran Tak Tunak (Unsteady Flow) Aliran tak tunak yaitu kecepatan aliran
fluida yang dipengaruhi oleh perubahan waktu. Pada aliran tak tunak berlaku:
@u
@t
6= 0
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2.4.2 Aliran Fluida Pada Lapisan Batas
Aliran fluida pada lapisan batas menurut perbandingan gaya-gaya inersia
dengan viskositasnya secara garis besar terdiri dari tiga jenis aliran, yakni aliran
laminer, aliran transisi dan aliran turbulen (Widodo, 2012).
1. Aliran Laminer
Pada aliran ini partikel-partikel zat cair bergerak teratur mengikuti lintasan
yang saling sejajar. Aliran ini terjadi apabila bilangan Reynolds kurang dari
500(Re < 500) atau pada saat fluida bergerak dengan kecepatan kecil dan
atau fluida memiliki viskositas (kekentalan) yang besar.
2. Aliran Transisi
Aliran transisi adalah adalah aliran yang terjadi antara aliran laminar dan
turbulen. Terjadinya masa transisi antara aliran laminar dan turbulen
disebabkan adanya perubahan viskositas dan kecepatan yang menyebabkan
daya redam terhadap gangguan akan berkurang hingga batas tertentu. Aliran
transisi terjadi apabila bilangan Reynolds antara 500 sampai 12.500(500 <
Re < 12.500).
3. Aliran Turbulen
Aliran turbulen terjadi pada saat partikel-partikel zat cair bergerak secara acak
atau tidak teratur. Aliran turbulen terjadi apabila bilangan Reynolds lebih dari
12.500(Re > 12.500). Bilangan Reynolds untuk suatu aliran dapat dihitung
menggunakan rumus berikut:
Re =
Vsd
v
=
⇢Vsd
µ
dengan
Re = bilangan Reynolds
Vs = kecepatan rata-rata aliran fluida pada benda (m/s)
d = panjang karakteristik (m)
v = koefisien viskositas fluida (N/m2s)
⇢ = kerapatan (densitas) fluida (kg/m2)
µ = viskositas absolut fluida dinamis (N/m2s)
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Lapisan batas atau boundary layer adalah suatu lapisan tipis pada permukaan
padat dimana fluida mengalir. Lapisan batas atau boundary layer adalah suatu
lapisan tipis yang terbentuk pada benda (penelitian ini bola teriris) karena
suatu viskositas yang menyebabkan fluida melekat ke permukaan (Potter,
2008). Tebal lapisan batas terdiri atas lapisan batas kecepatan dan lapisan
batas termal. Tebal lapisan batas kecepatan ( ) adalah jarak yang diukur
dari permukaan benda sampai suatu titik dimana efek viskositas sudah tidak
berpengaruh lagi. Tebal lapisan batas termal ( T ) adalah jarak yang diukur
dari permukaan benda sampai suatu titik dimana efek perpindahan panas
sudah tidak berpengaruh (Faruk, 2012).
2.5 Magnetohidrodinamik
Magnetohidrodinamik (MHD) berasal dari kata magneto yang berarti medan
magnet, hydro yang berarti cairan atau fluida dan dynamics yang berarti perubahan
atau pergerakan. Magnetohidrodinamik adalah suatu penghantar dan pergerakan
suatu fluida yang dipengaruhi oleh medan magnet yang memiliki efisiensi tinggi
dan polusi rendah. Contoh fluida yang dapat menghantarkan listrik adalah plasma,
logam cair, dan elektrolit. Konsep dasar dari MHD yaitu jika aliran dari fluida
terkena medan magnet maka aliran fluida itu sendiri akan memiliki interaksi
gaya sesuai dengan arah kutub magnet. Persamaan yang menggambarkan MHD
merupakan kombinasi dari persamaan persamaan Navier-Stokes pada dinamika
fluida dan persamaan Maxwell pada elektromagnetik.
Persamaan dasar yang dibutuhkan untuk membentuk ideal persamaan MHD
adalah persamaan kontinuitas, persamaaan momentum, persamaan energi, dan
persamaan Maxwell. Adapun persamaan tersebut sebagai berikut.
Pada permasalahan MHD Persamaan (2.2) pada persamaan Maxwell tidak
berlaku sehingga dapat dihilangkan dan Persamaan (2.2) hanya digunakan pada
kondisi awal (initial condition). Selain itu, untuk frekuensi/kecepatan rendah,
perpindahan arus bisa diabaikan (Arber, 2013). Sehingga, persamaan umum MHD
dapat dirumuskan sebagai berikut :
Persamaan momentum:
⇢(
dv
dt
) =  rp+ J ⇥ B
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Persamaan konservasi massa:
@⇢
@t
+r.(⇢V ) = 0
Persamaan konservasi energi:
d
dt
(
p
⇢ 
) = 0
Persamaan Maxwell:
r · E = 1
"0
⇢
r · B = 0
r⇥ E =  @B
@t
r⇥ B = µ0J + "0µ0@E
@t
dengan
B = medan magnet
E = medan listrik
V = kecepatan fluida
J = kerapatan arus
⇢ = massa jenis
p = tekanan fluida
t = waktu
µ0 = permeabilitas ruang hampa (µ0 = 4⇡ ⇥ 10 7N/A2)
Pada permasalahan MHD pada persamaan Maxwell tidak berlaku sehingga
dapat dihilangkan. Selain itu, untuk frekuensi/kecepatan rendah, perpindahan arus
bisa diabaikan (Arber, 2013). Sehingga, persamaan umum MHD dapat dirumuskan
sebagai berikut:
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@B
@t
=  r⇥ E
@⇢
@t
+r.(⇢V ) = 0
r⇥ B = µ0J
d
dt
(
p
⇢ 
) = 0
dan untuk mencari besar medan listrik, digunakan formulasi berikut:
E + v ⇥ B = ⌘J
jika ⌘ = 0 maka persamaan MHD tersebut dikatakan sebagai persamaan MHD
ideal.
2.6 Metode Beda Hingga (Finite Difference Method)
Dalam matematika, metode beda hingga (FDM) adalah metode numerik untuk
mendekati solusi dari persamaan diferensial menggunakan persamaan beda hingga
untuk mendekati derivatif. Metode beda hingga secara umum memiliki tiga
pendekatan yaitu beda maju, beda pusat dan beda mundur. Berikut ini akan
disajikan macam-macam metode beda hingga yaitu:
a. Beda Maju
f
0
(x) =
f(x+4x)  f(x)
4x
b. Beda Mundur
f
0
(x) =
f(x)  f(x 4x)
4x
c. Beda Pusat
f
0
(x) =
f(x+4x)  f(x 4x)
24x
2.6.1 Skema Keller-Box
Metode Keller-Box) adalah salah satu teknik untuk menyelesaikan persamaan
parabolik, terutama persamaan lapisan batas. Skema ini merupakan bentuk implisit
dengan keakurasiannya orde kedua baik terhadap ruang maupun waktu yang mana
step size untuk waktu dan ruang tidak harus sama. Hal ini membuat penyelesaian
persamaan diferensial parsial parabolik lebih efisien dan tepat. Penerapan metode
Keller-Box ini dimulai dengan terlebih dahulu mengubah bentuk persamaan difer-
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ensial orde dua atau orde tinggi menjadi persamaan diferensial orde satu. Berikut
adalah contoh mengubah persamaan diferensial orde dua menjadi orde satu:
@u
@t
= ↵
@2u
@x2
dengan mendefinisikan
v =
@u
@x
sehingga bentuk persamaan orde kedua tersebut dapat dituliskan menjadi dua
persamaan orde pertama sebagai berikut
@u
@x
= v
@u
@t
= ↵
@v
@x
Gambar 2.3: Stensil Skema Keller-Box
Berdasarkan bentuk skema Keller-Box pada Gambar 2.3 untuk menyelesaikan
persamaan diferensial orde satu yaitu sebagai berikut
uni   uni 1
 xi
= vni  12
(2.1)
2
un
i  12
  un 1
i  12
 tn
=
↵(vni   vni 1)
 xi
+
↵(vn 1i   vn 1i 1 )
 xi
(2.2)
Karena menggunakan titik-titik pada step size setengah maka berlaku
19
uni  12
=
uni + u
n
i 1
2
v
n  12
i =
vni + v
n 1
i
2
secara umum dapat dituliskan sebagai berikut
()
n  12
i =
1
2
[()ni + ()
n 1
i ]
()ni  12
=
1
2
[()ni + ()
n
i 1]
Selanjutnya disubstitusikan ke Persamaan (2.1) dan (2.2) didapatkan
uni   uni 1
 xi
=
vni + v
n
i 1
2
(2.3)
2
uni + u
n
i 1
 tn
= ↵
vni   vni 1
 xi
+ ↵
vn 1i   vn 1i 1
 xi
+ 2
un 1i + u
n 1
i 1
 tn
(2.4)
Berdasarkan hasil pada Persamaan (2.3) dan (2.4), selanjutnya dapat direpresen-
tasikan dalam bentuk matriks tridiagonal.
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BAB 3
METODA PENELITIAN
Pada bab ini menjelaskan tempat dan tahapan penelitian mengenai aliran tak
tunak fluida nano magnetohidrodinamik (MHD) yang melewati bola teriris. Tempat
dan tahapan yang dimaksud yaitu sebagai berikut.
3.1 Tempat Penelitian
Penelitian ini dilakukan di Laboratorium Pemodelan Matematika dan Simulasi,
Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Institut
Teknologi Sepuluh Nopember Surabaya.
3.2 Tahapan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah yang ada, penelitian ini terdiri dari tiga tahap,
yaitu tahap analisa permasalahan, tahap implementasi metode, dan tahap penyele-
saian dan analisa akhir.
3.2.1 Tahap analisa permasalahan
Aliran tak tunak fluida nano magnetohidrodinamik (MHD) yang melewati bola
teriris di ilustrasikan pada gambar tiga dimensi berikut ini.
Berdasarkan pada Gambar 3.1 diketahui bahwa fluida nano bergerak dari
bawah ke atas melewati permukaan sebuah bola teriris dalam keadaan diam dengan
jari-jari a, dengan kecepatan ambient fluid (U1) kondisi tak tunak (unsteady), dan
bersifat tak mampu-mampat (incrompressible).
Pada penelitian ini fluida nano memiliki pengaruh besar pada fluida Newtonian.
Penelitian ini dilakukan pada daerah lapisan batas dengan membangun tiga aliran
tiga hukum fisika, yaitu hukum konservasi massa, hukum II Newton, dan hukum I
Termodinamika. Pada penelitian ini model yang dibangun adalah model matem-
atika didaerah lapisan batas dari bola teriris pada fluida nano. Titik stagnasi
terendah adalah titik dimana lapisan batas berada paling dekat dengan permukaan
benda. Kemudian aliran fluida nano yang melalui permukaan bola teriris diilus-
trasikan pada gambar dua dimensi berikut ini,
Untuk menjawab perumusan masalah yang ada, maka langkah-langkah berikut
ini.
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Gambar 3.1: Model Fisik 3D dari Lapisan Batas Aliran Fluida Nano yang Mengalir
Melewati Bola Teriris.
Gambar 3.2: Model Fisik dan Sistem Koordinat 2D dari Lapisan Batas Aliran
Fluida Nano yang Mengalir Melalui Bola Teriris.
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1. Studi literatur
2. Membangun model matematika aliran tak tunak fluida nano magnetohidro-
dinamik (MHD) yang melewati bola teriris. berdasarkan penurunan hukum
konservasi massa, hukum II newton, dan hukum I termodinamika.
3. Penyederhanaan persamaan pembangun dengan menggunakan teori lapisan
batas sehingga diperoleh persamaan pembangun yang berdimensi dari aliran
tak tunak fluida nano magnetohidrodinamik (MHD) yang melewati bola
teriris
4. Menentukan kondisi batas (boundary condition) dari model matematika aliran
tak tunak fluida nano magnetohidrodinamik (MHD) yang melewati bola
teriris
3.2.2 Tahap Implementasi Metode
Tahap ini dilakukan implementasi metode beda hingga skema Keller-Box yang
digunakan untuk menyelesaikan permasalahan ini. Persamaan yang didiskritisasi
dengan metode ini adalah persamaan similaritas, yang mana persamaan similaritas
dari model ini didapatkan dengan melakukan beberapa tahapan berikut:
1. Mendapatkan Persamaan persamaan kontinuitas, momentum, dan energi
dalam bentuk persamaan berdimensi berdasarkan hukum konservasi massa,
hukum II newton, dan hukum I termodinamika selanjutnya disederhanakan
dan ditranformasikan ke dalam bentuk non-dimensi menggunakan parameter
non-dimensi. Dengan M dan Pr adalah parameter tak berdimensi. Parameter-
parameter tersebut didefinisikan sebagai berikut:
M =
 B02a
⇢U1
(Parameter Magnetik)
Pr =
vf
↵p
(Bilangan Prandtl)
2. Mengubah bentuk non-dimensional ke persamaan similaritas dengan
menggunakan fungsi alir (stream function) pada bola teriris.
Persamaan similaritas model pada titik stagnasi terendah (x ⇡ 0) adalah sebagai
berikut
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a.) Persamaan Momentum2664 1
(1   )2.5 +

(1   ) +
✓
 
⇢s
⇢f
◆ 
3775 f 000 + ⌘2f 000 + 32 cos↵ t
⇣
1  (f 0)2   ff 00
⌘
+Mt(1  f 0) = tf
00
@t
(3.1)
b.) Persamaan Energi
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  (⇢Cp)s
(⇢Cp)f
]
s
00
+ Pr
⌘
2
s
0
+
3
2 cos↵
Prtfs
0
= Prt
@s
@t
(3.2)
3.2.3 Tahap Penyelesaian dan Analisa Akhir
1. Pada tahap ini, peneliti menyelesaikan model matematika dengan membuat
program simulasi berdasarkan hasil diskritisasi dengan menggunakan
software Matlab 2013a.
2. Menganalisa hubungan antara beberapa parameter-parameter terhadap karak-
teristik fluida dengan hasil simulasi yang telah dilakukan.
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BAB 4
MODEL MATEMATIKA
Pada bab ini dijelaskan tentang model matematika dari aliran tak tunak fluida
nano magnetohidrodinamik (MHD) yang melewati bola teriris dalam bentuk
model matematika dimensional, kemudian ditransformasikan ke bentuk model
matematika non-dimensional dan selanjutnya dibentuk dalam model matematika
non-similar. Persamaan pembangun yang digunakan untuk membangun model
didapatkan dari penurunan hukum konservasi massa, hukum II Newton, dan
hukum I Termodinamika. Hasil penurunan tersebut membentuk tiga persamaan
pembangun yaitu persamaan kontinuitas, persamaan momentum, dan persamaan
energi.
Model fisik dan sistem koordinat aliran fluida nano yang mengalir melewati
bola teriris pada daerah sekitar medan magnet. Gambar dikontruksi dengan
memperhatikan arah aliran fluida, sudut irisan bola, sudut pengamatan, dan medan
magnet.
Gambar 4.1: Model Fisik dan Sistem Koordinat Untuk Fluida yang Melewati
Bagian Permukaan Datar.
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Pada gambar diatas, dapat diketahui bahwa kecepatan aliran fluida sebelum
melewati bola teriris adalah U1,sudut pengirisan adalah ↵ sudut serang sudut
pengamatan adalah x, jarak daerah pengamatan terhadap permukaan bola teriris
adalah y, jari-jari bola teriris adalah a, dan medan magnet. Pada penelitian ini
melibatkan fluida nano yang akan diperhatikan parameter fluida nano, akan tetapi
di dalam penelitian ini tidak dialiri listrik sehingga tidak terjadi induksi medan
magnet pada fluida dan pada bola teriris. Aliran pada fluida ini dalam keadaan
tak tunak (unsteady) dan incompressible. Aliran pada fluida nano yang melewati
permukaan sebuah bola teriris ini membentuk lapisan batas, dan dari lapisan batas
tersebut selanjutnya dikontruksi model matematika.
4.1 Persamaan Pembangun Model Matematika
Persamaan pembangun adalah persamaan yang diuraikan dari lapisan batas yang
terbentuk didekat permukaan bola teriris akibat dari aliran fluida yang melewati bola
teriris. Persamaan pembangun yang digunakan didapatkan dari Hukum Kekekalan
Massa, Hukum II Newton dan Hukum I Termodinamika. Berikut adalah uraian
untuk persamaan pembangun yang digunakan membangun model.
4.1.1 Persamaan Kontinuitas
Persamaan kontinuitas dibangun dari hukum kekekalan massa. Konsep dari
hukum kekekalan massa yaitu laju perubahan massa terhadap waktu pada suatu
sistem sama dengan nol atau jumlah massa dalam suatu sistem adalah konstan.
Secara matematis dapat dituliskan sebagai berikut (Potter dkk,2012):
DMsys
Dt
= 0 (4.1)
dengan D()Dt disebut sebagai turunan material dan Msys adalah massa sistem yang
sama dengan jumlah dari semua perkalian antara densitas fluida dengan volume
fluida pada sistem tersebut yang dinyatakan dengan
Msys =
Z
sys
⇢nfd8 (4.2)
dengan ⇢nf adalah densitas fluida dan 8 adalah volume fluida. Dengan mensubsti-
tusikan Persamaan (4.2) pada Persamaan (4.1) didapatkan bentuk:
DMsys
Dt
=
D
Dt
Z
sys
⇢nfd8 = 0 (4.3)
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Dengan menggunakan teorema pengangkutan Reynolds, laju perubahan massa
terhadap waktu pada suatu sistem dapat dituliskan sebagai berikut
DMsys
Dt
=
@
@t
Z
cv
⇢nfd8+
Z
cs
⇢nf V¯ · bndH (4.4)
sehingga dengan mensubstitusikan Persamaan (4.4) ke Persamaan (4.3) didapatkan
D
Dt
Z
sys
⇢nfd8 = @
@t
Z
cv
⇢nfd8+
Z
cs
⇢nf V¯ · bndH (4.5)
dengan V¯ ·bndH merupakan perkalian dari komponen kecepatan V¯ yang tegak lurus
terhadap suatu bagian kecil permukaan atur dan bidang diferensial dH . Jadi V¯ ·bndH merupakan laju dari aliran volume yang melalui dH dan ⇢nf V¯ · bndH laju
aliran massa melalui dH . Sehingga persamaan volume atur untuk kekekalan massa
dinyatakan dalam bentuk:
@
@t
Z
cv
⇢nfd8+
Z
cs
⇢nf V¯ · bndH = 0 (4.6)
Dimisalkan volume atur yang digunakan berupa sebuah elemen kubus kecil
Gambar 4.2: Volume Atur
dalam keadaan diam seperti pada Gambar 4.2. Pada bagian pusat elemen terdapat
densitas ⇢nf dan komponen kecepatan u, v, dan w. Karena elemen diasumsikan
kecil, maka laju perubahan terhadap waktu dari massa dari kandungan volume atur
yaitu:
@
@ t¯
Z
cv
⇢nfd8 ⇡ @⇢nf
@ t¯
 x y z (4.7)
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Gambar 4.3: Aliran Fluida Masuk dan Keluar Volume Atur
Jumlah aliran massa pada permukaan elemen dapat diperoleh dari aliran sumbu
koordinat yang digambarkan secara terpisah. Seperti pada Gambar 4.3, aliran pada
sumbu-x digambarkan dengan jumlah massa dari aliran yang masuk dan keluar dari
bagian pusat elemen, sehingga pada aliran yang keluar didefinisikan:
⇢nfu |x+  x2 = ⇢nfu+
@(⇢nfu)
@x
 x
2
(4.8)
sedangkan untuk bagian aliran yang masuk
⇢nfu |x   x2 = ⇢nfu 
@(⇢nfu)
@x
 x
2
(4.9)
Sehingga jumlah aliran massa yang keluar pada arah-x dapat didefinisikan sebagai
berikut:h
⇢nfu+
@(⇢nfu)
@x
 x
2
i
 y z 
h
⇢nfu  @(⇢nfu)
@x
 x
2
i
 y z =
@(⇢nfu)
@x
 x y z (4.10)
Dengan langkah yang sama, didapatkan aliran massa yang keluar pada arah-y
berikut ini:h
⇢nfv+
@(⇢nfv)
@y
 y
2
i
 x z 
h
⇢nfv  @(⇢nfv)
@y
 y
2
i
 x z =
@(⇢nfv)
@y
 x y z (4.11)
dan aliran massa yang keluar pada arah-z adalahh
⇢nfw +
@(⇢nfw)
@z
 z
2
i
 x y  
h
⇢nfw   @(⇢nfw)
@z
 z
2
i
 x y =
@(⇢nfw)
@z
 x y z
(4.12)
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Sehingga total aliran dapat ditulis sebagai berikuth@(⇢nfu)
@x
+
@(⇢nfv)
@y
+
@(⇢nfw)
@z
i
 x y z = 0 (4.13)
Jadi laju terhadap perubahan waktu dari massa sistem yaitu
@⇢nf
@t
 x y z +
h@(⇢nfu)
@x
+
@(⇢nfv)
@y
+
@(⇢nfw)
@z
i
 x y z = 0 (4.14)
kedua ruas dibagi dengan  x y z didapatkan:
@⇢nf
@t
+
@(⇢nfu)
@x
+
@(⇢nfv)
@y
+
@(⇢nfw)
@z
= 0 (4.15)
Pada penelitian ini diasumsikan bahwa aliran fluida yang dianalisa adalah aliran
fluida pada bidang xoy, sehingga persamaannya menjadi
@⇢nf
@t
+
@(⇢nfu)
@x
+
@(⇢nfv)
@y
= 0 (4.16)
Persamaan (4.16) dapat ditulis dalam bentuk notasi vektor sebagai berikut:
@⇢nf
@t
+ ⇢nf (r.V¯ ) = 0 (4.17)
Karena pada penelitian ini fluida bersifat incompressible yang berarti bahwa
densitas fluida tidak bergantung terhadap waktu (@⇢nf@t = 0) sehingga persamaan
kontinuitas diberikan sebagai berikut
r · V¯ = 0 (4.18)
dengan V¯ = (u, v, 0)
4.1.2 Persamaan Momentum
Selain persamaan kontinuitas, persamaan momentum berperan dalam pemben-
tukan model aliran fluida. Karena pada saat suatu fluida bergerak maka akan terjadi
suatu momentum. Prinsip dari persamaan momentum adalah hukum II Newton,
yaitu perubahan momentum dari suatu sistem yang berubah terhadap waktu sama
dengan jumlah gaya yang bekerja pada sistem tersebut. Hukum II Newton ini dapat
dituliskan sebagai berikut:
Gaya = Massa ⇥ Percepatan
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maka momentum dari sebuah partikel kecil ⇢nfd8 adalah V¯ ⇢nfd8, sehingga
momentum dari seluruh sistem adalah
R
sys ⇢nf V¯ d8. Secara matematis Hukum II
Newton dapat ditulis sebagai berikut (Potter dkk, 2012):
D
Dt
Z
sys
⇢nf V¯ d8 =
X
F (4.19)
dengan menggunakan Teorema Transport Reynolds, laju perubahan terhadap waktu
dari momentum sistem sama dengan jumlahan laju perubahan terhadap waktu dari
momentum kandungan volume atur dan laju aliran netto dari momentum melewati
permukaan atur, yang dapat dituliskan sebagai
D
Dt
Z
sys
⇢nf V¯ d8 = @
@t
Z
cv
⇢d8n+
Z
cs
⇢V¯ · bndH · V¯ (4.20)
dengan mensubstitusikan Persamaan (4.20) ke Persamaan (4.19) didapatkan
@
@t
Z
cv
⇢nf V¯ d8+
Z
cs
⇢nf V¯ (V¯ · bn)dH =XF (4.21)
dengan v · bn merupakan bentuk skalar yang terjadi disetiap luasan dH . Bentuk
integral permukaan kendali menunjukkan flux momentum net yang melewati
permukaan kendali fluida yang masuk maupun keluar volume kendali.
Berdasarkan persamaan kontinuitas, Persamaan (4.21) dapat dibentuk dalam
notasi vektor yaitu
⇢nf
⇣⇣@V¯
@t
⌘
+r · (V¯ V¯ )
⌘
 x y z =
X
F (4.22)
Berdasarkan sifat difergensi bahwa r · (V¯ V¯ ) = (V¯ · rV¯ ) + (V¯ (r · V¯ )) karena
r · V¯ = 0 maka r · (V¯ V¯ ) = V¯ ·rV¯ , sehingga Persamaan (4.22) menjadi
⇢
⇣@V¯
@t
+ V¯ ·rV¯
⌘
 x y z =
X
F (4.23)
Dengan
P
F menunjukkan komponen gaya-gaya yang bekerja pada permukaan
silinder eliptik. Komponen gaya-gaya tersebut adalah gaya permukaan, gaya apung
dan gaya magnet. Dengan demikian Persamaan (4.23) dapat ditulis sebagai berikut
⇢nf
⇣@V¯
@t
+ V¯ ·rV¯
⌘
 x y z = Fs + Fmag (4.24)
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Gambar 4.4: Gaya-gaya Permukaan dalam Arah x yang Bekerja pada Elemen
Fluida
dimana Fs adalah gaya permukaan, Fmag adalah gaya magnet. Pada Persamaan
(4.24) kedua ruas dibagi dengan  x y z sehingga didapatkan
⇢
⇣@V¯
@t
+ V¯ ·rV¯
⌘
=
Fs
 x y z
+
Fmag
 x y z
(4.25)
Gaya permukaan atau Fs bekerja pada elemen sebagai hasil interaksinya dengan
sekelilingnya. Gaya-gaya permukaan yang bekerja pada sebuah elemen kubus kecil
dari sebuah fluida dalam bentuk tegangan-tegangan yang bekerja pada permukaan
seperti pada Gambar 4.4. Dapat dinyatakan tegangan-tegangan pada berbagai
permukaan dalam bentuk tegangan-tegangan pada berbagai permukaan dalam
bentuk tegangan-tegangan yang bersesuaian pada pusat elemen. Dengan menjum-
lahkan seluruh gaya pada arah-x dapat diuraikan sebagai berikut
Fsx =
⇣@ xx
@x
+
@⌧yx
@y
⌘
 x y z (4.26)
dan gaya dalam arah y
Fsy =
⇣@ yy
@y
+
@⌧yx
@x
⌘
 x y z (4.27)
Sehingga dapat dituliskan resultan gaya permukaan yaitu
Fs = Fsxiˆ+ Fsy jˆ
Fs
 x y z
=
⇣@ xx
@x
+
@⌧yx
@y
⌘
iˆ+
⇣@ yy
@y
+
@⌧yx
@x
⌘
jˆ (4.28)
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Untuk fluida Newtonian tak mampu-mampat, diketahui bahwa tegangan berbanding
lurus terhadap laju deformasi dan dapat dinyatakan sebagai berikut
a. Tegangan normal
 xx =  p+ 2µnf @u
@x
(4.29)
 yy =  p+ 2µnf @v
@y
(4.30)
b. Tegangan geser
⌧xy = ⌧yx = µnf
⇣@u
@y
+
@v
@x
⌘
(4.31)
dengan mensubstitusikan Persamaan (4.29) - (4.31) pada Persamaan (4.28)
diperoleh
Fs
 x y z
=  rp+ µnfr2V¯ (4.32)
Selain gaya permukaan yang bekerja, juga terdapat gaya Lorentz dalam
persamaan momentum karena adanya medan magnet, maka Gaya Lorentz dapat
dituliskan sebagai
Fmag
 x y z
= E+ J⇥ B (4.33)
dengan E adalah medan listrik, J massa jenis arus, dan B adalah total medan
magnet. Massa jenis arus dapat dituliskan sebagai
J =  (E+ V¯ ⇥ B) (4.34)
yang mana   adalah konduktifitas listrik. Jika disubstitusikan Persamaan (4.34) ke
Persamaan (4.33) didapatkan
Fmag
 x y z
= E+  (E+ V¯ ⇥ B)⇥ B (4.35)
karena pada penelitian ini aliran tidak mengandung arus listrik maka E = 0,
sehingga Persamaan (4.35) menjadi
Fmag
 x y z
=  (V¯ ⇥ B)⇥ B (4.36)
dengan menggunakan indentitas vektor maka Persamaan (4.36) dapat dituliskan
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sebagai berikut
Fmag
 x y z
=  {(V¯ · B) · B  (B · B)V¯ }
=  {(kV¯ kkBk cos ✓V¯ B)B  (B · B)V¯ } (4.37)
karena B adalah total medan magnet yang merupakan jumlahan dari medan magnet
yang teraplikasikan yaitu B0 dengan medan magnet yang terinduksi yaitu b, atau
dapat dituliskan secara matematis yaitu
B = B0 + b
Oleh karena bilangan Reynold magnetiknya diasumsikan kecil maka induksi
magnet b dapat dihilangkan, sehingga medan magnet B dapat dituliskan sebagai
B = B0 (4.38)
dengan ✓uB = ⇡/2, maka gaya Lorentz pada Persamaan (4.37) dapat dituliskan
sebagai
Fmag
 x y z
=   B20 V¯ (4.39)
selanjutnya (4.24) didapatkan persamaan momentum sebagai berikut
⇢nf
⇣@v
@t
+ (V¯ ·r)V¯
⌘
=  rp+ µr2V¯    B20 V¯ (4.40)
Atau dapat dituliskan dengan
⇣@v
@t
+ (V¯ ·r)V¯
⌘
=   1
⇢nf
rp+ vnfr2V¯   1
⇢nf
 B20 V¯ (4.41)
dimana
µnf
⇢nf
= vnf
4.1.3 Persamaan Energi
Pada penelitian ini tidak hanya persamaan kontinuitas dan persamaan
momentum saja yang digunakan akan tetapi juga digunakan persamaan energi.
Persamaan energi karena ada pengaruh panas akibat tumbukan antar partikel pada
fluida. Fenomena ini menunjukkan berlakunya hukum I Termodinamika mengenai
energi total yang tersimpan dari suatu sistem. Hukum tersebut dapat di tuliskan
dalam persamaan energi menurut Alkasasbeh, H. T., (2015)
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(V¯ .r¯)T = ↵nf ¯r2T (4.42)
dimana
⇢nf adalah densitas fluida nano
⇢infty adalah densitas lokal V¯ adalah vektor kecepatan
r¯ adalah operator Laplace
g adalah percepatan gravitasi
µnf adalah kekentalan fluida nano
↵nf adalah konduktifitas termal fluida nano
T adalah temperatur lokal
Tinfty adalah temperatur ambient
p adalah tekanan fluida
Karena unsteady flow maka persamaan dari (Alkasasbeh, 2015) menjadi
@v
@t
+ (V¯ .r¯)T = ↵nf ¯r2T (4.43)
Hukum pertama Termodinamika untuk sebuah sistem adalah laju pertambahan
terhadap waktu dari energi total yang tersimpan dari suatu sistem sama dengan laju
netto pertambahan energi dari kalor ke dalam sistem ditambah dengan laju netto
pertambahan dari kerja yang dipindahkan ke dalam sistem. Secara matematis dapat
ditulis sebagai berikut:
D
Dt
Z
sys
e⇢nfd8 =
✓X
Q˙in  
X
Q˙out
◆
sys
+
✓X
W˙in  
X
W˙out
◆
sys
atau dapat ditulis:
D
Dt
Z
sys
e⇢nfd8 =
✓
Q˙innetto + W˙innetto
◆
sys
(4.44)
Energi total yang tersimpan per satuan massa dari setiap partikel di dalam sistem
(e), dihubungkan dengan energi dalam per satuan massa (uˇ), energi kinetik per
satuan massa (V 22 ), dan energi potensial per satuan massa (gz), diperoleh persamaan
e = uˇ+
V 2
2
+ gz (4.45)
karena volume kendali untuk hukum pertama termodinamika berimpit dengan
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sebuah sistem, maka diperoleh persamaan menurut Teorema Transport Reynolds
yaitu
D
Dt
Z
sys
e⇢nfd8 = @
@t
Z
cv
e⇢nfd8+
Z
cs
e⇢(V¯ · bn)dH (4.46)
Dengan menyubstitusikan Persamaan (4.46) dengan (4.44) didapatkan bentuk
volume kendali untuk hukum I Termodinamika sebagai berikut:
@
@t
Z
cv
e⇢nfd8+
Z
cs
e⇢nf (V¯ · bn)dH = ✓Q˙innetto + W˙innetto◆
cv
(4.47)
Karena pada penelitian ini benda dianggap diam maka tidak terjadi usaha pada
sistem, maka W˙ = 0, sehingga Persamaan (4.47) menjadi
@
@t
Z
cv
e⇢nfd8+
Z
cs
e⇢nf (V¯ .n¯)dH =
✓
Q˙innetto
◆
cv
(4.48)
atau dalam bentuk persamaan volume kendali yaitu
@
@t
Z
cv
e⇢nfd8+
Z
cs
r · (e⇢nf V¯ )d8 =
Z
cv
r · (knfrT )d8+
Z
cv
q˙d8 (4.49)
Dengan r · (knfrT ) adalah konduksi panas yang terjadi pada volume kendali dan
q˙ adalah sumber panas (heat generation). Karena pada penelitian ini tidak terdapat
sumber panas pada volume kendali maka q˙ = 0, sehingga Persamaan (4.49) dapat
ditulis
⇢nf
✓
@e
@t
+r · (eV¯ )
◆
= r · (knfrT ) (4.50)
berdasarkan sifat divergensi diketahui bahwa (Sen, 1996):
r · (eV¯ ) = V¯ · (re) + e(r · V¯ ) (4.51)
dengan mensubstitusikan persamaan kontinuitas pada Persamaan (4.51) didapatkan
r · eV¯ = V¯ · (re) + e(r · V¯ )
= V¯ · (eV¯ ) + 0
= V¯ · (re)
maka Persamaan (4.47) dapat dinyatakan sebagai berikut:
⇢nf
✓
@e
@t
+ V¯ · (re)
◆
= r · (knfrT ) (4.52)
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Menurut Lienhard(2002) pengaruh dari tekanan dan perubahan kerapatan dapat
diabaikan karena dalam sistem tekanan konstan (tetap), sehingga perubahan dari
energi dapat didekati dengan perubahan entalpi sebagai berikut
@e = @h  @
✓
P
⇢
◆
⇡ @h (4.53)
dengan menyubstitusikan @h ⇡ (Cp)nf@T ke Persamaan (4.52),sehingga didapat:
(⇢Cp)nf
✓
@T
@t
+ V¯ · (rT )
◆
= r · (knfrT ) (4.54)
dengan
r · (T V¯ ) = V¯ · (rT ) + T · (rV¯ )
sesuai dengan persamaan kontinuitas, maka
r · (T V¯ ) = V¯ .(rT ) (4.55)
kemudian disubstitusikan Persamaan (4.55) ke Persamaan (4.54), sehingga
diperoleh persamaan sebagai berikut:
(⇢Cp)nf
✓
@T
@t
+ V¯ · (rT )
◆
= r · (knfrT ) (4.56)
(⇢Cp)nf
✓
@T
@t
+ V¯ · (rT )
◆
= knfr2T ) (4.57)
dengan
V¯ · (rT ) = (uiˆ+ vjˆ) ·
✓
@T
@x
iˆ+
@T
@y
jˆ
◆
=
✓
u
@T
@x
+ v
@T
@y
◆
r · (knfrT ) = knfr2T
= knf
✓
@
@x
iˆ+
@
@y
jˆ
◆
·
✓
@T
@x
iˆ+
@T
@y
jˆ
◆ 
= knf
✓
@2T
@x2
+
@2T
@y2
◆
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Maka Persamaan (4.57) menjadi
(⇢Cp)nf
✓
@T
@t
+ u
@T
@x
+ v
@T
@y
◆
= knf
✓
@2T
@x2
+
@2T
@y
◆
(4.58)
Atau dapat dituliskan dengan✓
@T
@t
+ u
@T
@x
+ v
@T
@y
◆
= ↵nf
✓
@2T
@x2
+
@2T
@y
◆
(4.59)
dengan ↵nf =
knf
(⇢Cp)nf
4.2 Model Matematika Dimensional
4.2.1 Penurunan Persamaan Pembangun
. Daerah yang diteliti adalah aliran fluida yang melewati permukaan datar bola
teriris, sehingga persamaan pembangun model dapat dituliskan sebagai berikut:
a.) Persamaan Kontinuitas
r · v = 0 (4.60)
@r¯u¯
@x¯
+
@r¯u¯
@y¯
= 0 (4.61)
b.) Persamaan momentum dalam arah sumbu - x
@u¯
@ t¯
+ u¯
@u¯
@x¯
+ v¯
@u¯
@y¯
=   1
⇢nf
@p¯
@x¯
+ vnf
✓
@2u¯
@x¯2
+
@2u¯
@y¯2
◆
   B
2
0 u¯
⇢nf
(4.62)
c.) Persamaan momentum dalam arah sumbu - y
@v¯
@ t¯
+ u¯
@v¯
@x¯
+ v¯
@v¯
@y¯
=   1
⇢nf
@p¯
@y¯
+ vnf
✓
@2v¯
@x¯2
+
@2v¯
@y¯2
◆
   B
2
0 v¯
⇢nf
(4.63)
d.) Persamaan Energi
@v¯
@ t¯
+ u¯
@T
@x¯
+ v¯
@T
@y¯
= ↵nf
✓
@2T
@x¯2
+
@2T
@y¯2
◆
(4.64)
Tanda ’   ’ menandakan bahwa variabel- variabelnya merupakan variabel berdi-
mensi.
Pada penelitian ini menggunakan kondisi awal dan kondisi batas untuk
0  x  ✓s
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t¯ < 0;
u¯ = v¯ = 0, untuk setiap x · y
t¯   0;
u¯ = v¯ = 0, T  ! T1, pada saat y¯ = b  a
u¯ = u¯e(x), T  ! T1, pada saat y  !1
Dimana u¯e =
3
2
U1sin(
x
b
) di dalam (Anderson, John., D : 2011)
4.3 Model Matematika Non-Dimensional
Untuk merubah model matematika dimensional menjadi model matematika
non-dimensional maka diberikan variabel-variabel non-dimensional untuk memper-
mudah proses komputasinya. Maka bentuk variabel-variabelnya sebagai berikut:
x =
x¯
a
y = R1/2e
    y¯
a
   
Re =
u1a
vnf
u =
u¯
U1
v = R1/2e
✓
v¯
U1
◆
vnf =
µnf
⇢nf
ue(x) =
u¯e(x¯)
v1
r(x) =
r¯(x¯)
a
p =
p¯
⇢nfU21
t =
Uinftyt¯
a
✓ =
T   T1
Tf   T1
Dengan mensubstitusikan persamaan-persamaan diatas ke dalam model
matematika dimensional maka model matematika non dimensional untuk aliran
yang melewati permukaan datar bola teriris dapat dituliskan sebagai berikut:
a.) Persamaan Kontinuitas
@(ru)
@x
+
@(rv)
@y
= 0 (4.65)
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b.) Persamaan momentum dalam arah sumbu - x
@u
@t
+ u
@u
@x
+ v
@u
@y
=  @p
@x
+ vnf
@2u
@x2
+
vnf
vf
@2u
@y2
 Mu (4.66)
c.) Persamaan momentum dalam arah sumbu - y
1
Re
✓
@v
@t
+
@v
@x
+
@v
@y
◆
=  @p
@y
+
vnf
aU1
1
Re
@2v
@x2
+
vnf
aU1
@2v
@y2
+
1
Re
Mv (4.67)
d.) Persamaan Energi
, @v¯
@ t¯
+ u¯
@T
@x¯
+ v¯
@T
@y¯
= ↵nf
✓
@2T
@x¯2
+
@2T
@y¯2
◆
(4.68)
Kondisi awal dan kondisi batas untuk 0o  x  ✓s diberikan sebagai berikut:
t¯ < 0 maka t < 0
t¯   0 maka t   0
t < 0 : u = v = 0, saat x, y
t   0 : u = v = 0, maka y = 0
u = ue(x), T  ! T1, pada saat y  !1
Dimana ue =
3
2
sin
⇣
x
cos↵
cosx
⌘
, dan b =
cos↵
cos x
a
4.4 Penyederhanaan Model Matematika Non-Dimensional pada Lapisan
Batas
Dengan menyederhanakan model matematika non-dimensional yang dilakukan
dengan menggunakan pendekatan lapisan batas dimana bilangan Reynold Re  !
1 sehingga berakibat Re  ! 0. Dari kondisi ini maka model matematika non-
dimensional selanjutnya dapat dituliskan sebagai berikut:
a.) Persamaan Kontinuitas
@(ru)
@x
+
@(rv)
@y
= 0 (4.69)
b.) Persamaan Momentum Sumbu x
@u
@t
+ u
@u
@x
+ v
@u
@y
=  @p
@x
+
vnf
vf
@2u
@y2
 Mu (4.70)
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c.) Persamaan Momentum Sumbu y
 @p
@y
= 0 (4.71)
d.) Persamaan Energi
u
@✓
@x
+ v
@✓
@y
=
1
Pr
↵nf
↵f
@2✓
@y2
(4.72)
Pada persamaan momentum sumbu y terlihat bahwa tekanan fluida p adalah
variabel bebas terhadap y sehingga dapat disimpulkan bahwa tekanan aliran hanya
bergantung pada variabel x, maka persamaan momentum dan persamaan energi
yang digunakan sebagai pembangun model pada penelitian ini yaitu :
a.) Persamaan Momentum
@u
@t
+ u
@u
@x
+ v
@u
@y
=  @p
@x
+
vnf
vf
@2u
@y2
 Mu (4.73)
b.) Persamaan Energi
u
@✓
@x
+ v
@✓
@y
=
1
Pr
↵nf
↵f
@2✓
@y2
(4.74)
Langkah selanjutnya sebagai berikut:
1.) substitusikan variabel vnf dengan variabel
µnf
⇢nf
kemudian mensubstitusikan
lagi variabel µnf dan variabel ⇢nf dengan variabel-variabel non-dimensional
sebagai berikut:
⇢nf = (1  x)⇢f + x⇢s
µnf =
µf
(1  x)2.5
2.) Substitusikan variabel vf dengan variabel
µf
⇢f
3.) Substitusikan variabel ↵nf dengan variabel-variabel sebagai berikut ↵nf =
knf
(⇢Cp)nf
4.) Karena Non-Dimensional maka
⇢s
⇢f
= ⇢ND dan
(⇢Cp)s
(⇢Cp)f
= ⇢CND.
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Sehingga pada fluida yang melewati permukaan bola pada daerah di luar lapisan
batas persamaan momentum dan persamaan energi di atas dapat ditulis sebagai
berikut:
a.) Persamaan Momentum
@ue
@t
+ ue
@ue
@x
+ v
@ue
@y
=  @p
@x
+
264 1
(1   )2.5[(1   + ( ⇢s
⇢f
)]
375 @2u
@y2
 Mue
(4.75)
b. Persamaan Energi
u
@✓
@x
+ v
@✓
@y
=
1
Pr
(ks + 2kf )  2x(kf   ks)
(ks + 2kf ) + x(kf   ks)
@2✓
@y2
(4.76)
Karena kecepatan aliran bebas ue =
3
2
(x
cosx
cos↵
) maka diperoleh
@ue
@t
= 0,
@ue
@y
= 0,
@2ue
@y2
= 0 (4.77)
Dengan mensubtitusikan Persamaan (4.77) maka didapatkan persamaan sebagai
berikut
@p
@x
= ue
@ue
@x
+Mue (4.78)
Dengan mensubtitusikan persamaan tersebut maka didapatkan persamaan sebagai
berikut
@u
@t
+ u
@u
@x
+ v
@u
@y
=ue
@ue
@x
+

1
(1   )2.5[(1   + ( ⇢ND)]
 
@2u
@y2
+Mue  Mu
@u
@t
+ u
@u
@x
+ v
@u
@y
=ue
@ue
@x
+

1
(1   )2.5[(1   + ( ⇢ND)]
 
@2u
@y2
+M(ue   u)
(4.79)
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@✓
@t
+ u
@✓
@x
+ v
@✓
@y
=
1
Pr
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(⇢(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  (⇢Cp)s
(⇢Cp)f
]
@2✓
@y2
(4.80)
Dari penyederhanaan Model Matematika Non-Dimensional maka dapat ditulis
sebagai berikut
a.) Persamaaan Kontinuitas
@(ru)
@x
+
@(rv)
@y
= 0 (4.81)
(4.82)
b.) Persamaan Momentum
@u
@t
+ u
@u
@x
+ v
@u
@y
= ue
@ue
@x
+

1
(1   )2.5[(1   + ( ⇢ND)]
 
@2u
@y2
+M(ue   u)
(4.83)
c.) Persamaan Energi
@✓
@t
+ u
@✓
@x
+ v
@✓
@y
=
1
Pr
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(⇢(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND]
@2✓
@y2
(4.84)
Untuk kondisi Awal dan kondisi batas 0o  x  ✓s
t < 0; u = v = 0, untuk setiap x,y
t   0; u = v = 0, pada saat y = 0
u = ue(x), T  ! T1, pada saat y  !1
Dimana ue =
3
2
sin
⇣
x
cos↵
cosx
⌘
, dan b =
cos↵
cos x
a
Dengan M dan Pr adalah parameter- parameter non-dimensi. Parameter-parameter
tersebut di definisikan sebagai berikut:
M =
 B20 V¯
⇢nfU1
(Parameter Magnetik)
Pr =
vf
↵f
(Bilangan Prandtl)
4.5 Fungsi Alir (Stream Function)
Fungsi alir atau fungsi arus adalah suatu fungsi yang digunakan untuk
menghubungkan dua fungsi kecepatan yaitu komponen kecepatan u yang alirannya
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berada pada arah x dan v berada pada arah y. Dengan adanya fungsi alir ( ) untuk
fluida yang melewati permukaan bola dapat menyederhanakan banyak persamaan
dan secara komputasi dapat dibuat dalam satu variabel. Fungsi alir dapat dinyatakan
sebagai berikut (Mohammad dkk, 2013)
u =
1
r
@ 
@y
dan v =  1
r
@ 
@x
(4.85)
Dengan mensubstitusikan persamaan diatas pada model matematika yang telah
disederhanakan maka diperoleh
a.) Persamaan kontinuitas
@ru
@x
+
@rv
@y
= 0
@
✓
r
1
r
@ 
@y
◆
@x
+
@
✓
r · 1
r
@ 
@x
◆
@y
= 0
@
@x
✓
@ 
@y
◆
+
@
@y
✓
 @ 
@x
◆
= 0
@2 
@x@y
  @
2 
@x@y
= 0
@2 
@x@y
=
@2 
@x@y
b.) Persamaan Momentum
@u
@t
+ u
@u
@x
+ v
@u
@y
=ue
@ue
@x
+

1
(1   )2.5[(1   + ( ⇢ND)]
 
@2u
@y2
+M(ue   u)
1
r
@2 
@y@t
+
1
r2
@ 
@y
@2 
@y@t
  1
r3
@r
@x
(
@ 
@y
)2   1
r2
@ 
@x
@2 
@y2
=ue
@ue
@x
+

1
(1   )2.5[(1   + ( ⇢ND)]
 
1
r
@3 
@y3
+M
✓
ue   1
r
@ 
@y
◆
c.) Persamaan Energi
@T
@t
+
1
r
@ 
@y
@T
@x
  1
r
@ 
@x
@T
@y
=
1
Pr
@2T
@y2
(4.86)
Untuk 0o  x  ✓s kondisi awal dan kondisi batas diberikan sebagai berikut;
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t < 0 :  =
@ 
@y
= 0, ✓ = 0 untuk setiap x, y
t   0 :  = @ 
@y
= 0, ✓ = 1 pada saat y = 0
@ 
@y
= ue(x), ✓ = 0 pada saat y  !1,
Dimana ue =
3
2
sin
⇣
x
cos↵
cosx
⌘
, dan b =
cos↵
cos x
a
4.6 Persamaan Similaritas
Pada persamaan ini persamaan kontinuitas dapat dihilngakan dari hasil fungsi
alir sehingga persamaan pembangun model matematikanya hanya terdapat 2
persamaan yaitu persamaan momentum dan persamaan energi. Seperti yang
dituliskan pada (Mohammad dkk, 2013), yaitu setelah fluida mengalir maka akan
terbentuk lapisan batas dengan ketebalan O(vt)
1
2 . Dalam kajian ini memiliki
soludi yang penting pada bagian waktu kecil (t  t⇤) dan waktu yang besar
(t > t⇤) dimana t⇤ berupa nilai berapun yang diinginkan, Maka variabl similaritas
selanjutnya di definisikan sebagi berikut :(Mohammad dkk, 2013)
a.) Persamaan Variabel Similaritas untuk Waktu Kecil (t  t⇤) dengan t⇤
sebarang nilai
 = t1/2ue(x)r(x)f(x, ⌘, t) ✓ = s(x, ⌘, t) ⌘ =
y
t1/2
(4.87)
b.) Persamaan Variabel Similaritas untuk Waktu Besar (t > t⇤)
 = ue(x)r(x)F (x, Y, t) ✓ = S(x, Y, t) Y = y (4.88)
4.6.1 Persamaan Similaritas pada Saat Small Time
Dengan mensubstitusikan variabel-variabel similaritas small time pada fungsi
alir maka diperoleh persamaan sebagai berikut.
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a.) Persamaan Momentum
1
(1   )2.5 + [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
@3f
@⌘3
+
⌘
2
@2f
@⌘2
+ t
due
dx
✓
1 
✓
@f
@⌘
◆
  f @
2f
@⌘2
◆
Mt
✓
1  @f
@⌘
◆
=
t
@2f
@t@⌘
+ uet

1
r
dr
dx
@2f
@⌘2
+
@f
@⌘
@2f
@x@⌘
 1
r
dr
dx
@2f
@⌘2
  1
r
dr
dx
f
@2f
@⌘2
  @f
@x
@2f
@⌘2
 
(4.89)
b.) Persamaan Energi
(ks + @kf )  2  (kf   ks)
(ks + @kf ) +   (kf   ks) (1   ) +  ⇢CND
@2s
@⌘2
+ Pr
⌘
@
@s
@⌘
+ Prtf
due
dx
@s
@⌘
=
Prt
✓
@s
@t
+ ue
@f
@⌘
@s
@x
  1
r
ue
dr
dx
+
@s
@⌘
  ue@f
@x
@s
@⌘
◆
(4.90)
Pada saat aliran fluida melewati Stagnation Point (x = 0o) maka diperoleh
due
dx
=
3
2 cos↵
dan ue = 0. Maka persamaan similaritas momentum dan energi
menjadi
1.) Untuk Small Time (t  t⇤)
a.) Persamaan Momentum
1
(1   )2.5 + [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
@3f
@⌘3
+
⌘
2
@2f
@⌘2
+
3
2
cos↵t 
1 
✓
@f
@⌘
◆2
  f @
2f
@⌘2
!
= t
@2f
@t@⌘
(4.91)
b.) Persamaan Energi
(ks + @kf )  2  (kf   ks)
(ks + @kf ) +   (kf   ks) (1   ) +  ⇢CND
@2s
@⌘2
+ Pr
⌘
@
@s
@⌘
+ Prtf
3
2 cos↵
@s
@⌘
= Prt
@s
@t
(4.92)
t < 0 : f =
@f
@⌘
= 0, s = 0, untuk setiap x, ⌘
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t   0 : f = @f
@⌘
= 0, s = 1 pada saat ⌘ = 0
@f
@⌘
= ue(x), s = 0 pada saat ⌘ !1
Dari persamaan (4.91) dan (4.92) dapat dituliskan sebagai berikut
a.) Persamaan Momentum
1
(1   )2.5 + [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
f
000
+
⌘
2
f
000
+
3
2 cosx
t⇣
1  (f 0)2   ff 00
⌘
+Mt(1  f 0) = tf
00
@t
(4.93)
b.) Persamaan Energi
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND]s
00
+ Pr
⌘
2
s
0
+
3
2 cos↵
Prtfs
0
= Prt
@s
@t
(4.94)
Dimana tanda (0) menunjukkan turunan partial terhadap ⌘ atau
@f
@⌘
Dengan Kondisi Batas
t < 0 : f =
@f
@⌘
= 0, s = 0, untuk setiap x, ⌘
t   0 : f = @f
@⌘
= 0, s = 1 pada saat ⌘ = 0
@f
@⌘
= ue(x), s = 0 pada saat ⌘ !1
4.6.2 Persamaan Similaritas pada Saat Large Time
Dengan mensubstitusikan variabel-variabel similaritas large time pada fungsi
alir maka diperoleh persamaan sebagai berikut.
a.) Persamaan Momentum
1
(1   )2.5 + [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
@3F
@Y 3
+
due
dx
✓
1 
✓
@F
@Y
◆
  F @
2F
@Y 2
◆
+M
✓
1  @F
@Y
◆
=
@2F
@t@Y
+ ue

1
r
dr
dx
@2F
@Y 2
+
@F
@Y
@2F
@x@Y
 1
r
dr
dx
@2F
@Y 2
  1
r
dr
dx
F
@2F
@Y 2
  @F
@x
@2F
@Y 2
 
(4.95)
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a.) Persamaan Energi
(ks + @kf )  2  (kf   ks)
(ks + @kf ) +   (kf   ks) (1   ) +  ⇢CND
@2S
@Y 2
+ PrF
due
dx
@S
@Y
= Pr
✓
@S
@t
+ ue
@F
@Y
@S
@x
  1
r
ue
dr
dx
+
@S
@Y
  ue@F
@x
@S
@Y
◆
(4.96)
Pada saat aliran fluida melewati Stagnation Point (x = 0o) maka diperoleh
due
dx
=
3
2 cos↵
dan ue = 0. Maka persamaan similaritas momentum dan energi
menjadi
2.) Untuk Large Time (t > t⇤)
• Persamaan Momentum
1
(1   )2.5 + [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
@3F
@Y 3
+
3
2
cos↵t 
1 
✓
@F
@Y
◆2
  F @
2F
@Y 2
!
=
@2F
@t@Y
(4.97)
• Persamaan Energi
(ks + @kf )  2  (kf   ks)
(ks + @kf ) +   (kf   ks) (1   ) +  ⇢CND
@2S
@Y 2
+ PrF
3
2 cos↵
@S
@Y
= Pr
@S
@t
(4.98)
F =
@F
@Y
= 0, S = 1 pada saat Y = 0
@F
@Y
= ue(x), S = 0 pada saat Y !1
Dari persamaan (4.97) dan (4.98) dapat dituliskan sebagai berikut
• Persamaan Momentum
1
(1   )2.5 + [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
F
000
+
3
2 cosx
t⇣
1  (F 0)2   FF 00
⌘
+Mt(1  F 0) = F
00
@t
(4.99)
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• Persamaan Energi
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND]S
00
+
3
2 cos↵
PrFS
0
= Pr
@S
@t
(4.100)
Dengan Kondisi Batas
t < 0 : F =
@F
@Y
= 0, S = 0, untuk setiap x, Y
t   0 : F = @F
@Y
= 0, S = 1 pada saat ⌘ = 0
@F
@Y
= ue(x), S = 0 pada saat ⌘ !1
4.7 Penurunan Kondisi Awal
Kondisi awal untuk fungsi f ; f 0 ; f 00 dan s; s0 didapatkan dengan menyubsti-
tusikan t = 0 pada Persamaan (4.93) dan (4.94) yang kemudian diselesaikan dengan
menggunakan kondisi batas diperoleh
f =
1r
1
D
0BBB@2
0BBB@12erf
 
⌘
2
r
1
D
!
⌘
r
1
D
+
e
 
1
4
⌘2
Dp
⇡
1CCCA
1CCCA  2
r
D
⇡
f
0
= erf
 
⌘
2
s
1p
D
!
f
00
= e
 ⌘
2
4
+ c1
D
Dimana D = (1   )2.5

(1   ) +
✓
 
⇢s
⇢f
◆ 
s
0
=e
C1   Pr⌘
2
4
G
s =  erf ⌘
2
r
Pr
G
+ 1
Dengan variabel-variabel G dan K sebagai berikut
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(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)

(1   ) +  (⇢Cp)s
(⇢Cp)f
  = G
(4.101)
Maka kondisi batasnya dapat dituliskan sebagai berikut
f(0, t) = f
0
(0, t) = 0, s(0, t) = 1
f
0
= 1, s = 0 untuk ⌘  !1
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BAB 5
PENYELESAIAN MODEL MATEMATIKA
Pada bab ini menjelaskan tentang penyelesaian model matematika aliran tak
tunak fluida nano magnetohidrodinamik (MHD) yang melewati bola teriris secara
numerik dengan menggunakan skema Keller-Box. Pada penyelesaian ini dimulai
dengan mengimplementasikan metode Keller-Box dengan cara diskritisasi model
yang telah didapatkan pada bab 4 yaitu similaritas dan kondisi awal, selanjutnya
dapat dilakukan linierisasi Metode Newton, kemudian diselesaikan dengan teknik
Eliminasi Matrik Blok Tridiagonal dan terakhir disimulasikan dengan program.
Program simulasi yang telah dibuat menghasilkan hasil berupa grafik yang selan-
jutnya dianalisa.
5.1 Penyelesaian Numerik Model
Setelah didapatkan model matematika dari aliran tak tunak fluida nano magne-
tohidrodinamik (MHD) yang melewati bola teriris ini, selanjutnya dapat dilakukan
penyelesaian secara numerik. Pada penelitian ini model persamaan yang didapatkan
diselesaikan secara numerik dengan menggunakan metode Keller-Box. Sesuai
dengan penelitan yang telah dilakukan sebelumnya, metode ini sesuai dan efisien
untuk menyelesaikan persamaan lapisan batas yang berbentuk diferensial parsial
parabolik. Tahapan-tahapan dalam penyelesaian numerik ini yaitu:
1. Persamaan model sistem (4.91) dan (4.92) dibentuk menjadi persamaan orde
pertama
2. Dilakukan diskritisasi model dengan menggunakan beda hingga pusat
3. Dilakukan linierisasi persamaan yang didapat dengan menggunakan metode
Newton dan dibentuk dalam matriks vektor
4. Hasil linierisasi diselesaikan dengan teknik eliminasi matriks blok tridi-
agonal.
5.1.1 Diskritisasi Model
Persamaan (4.93) dan (4.90) adalah persamaan-persamaan dengan orde tinggi.
Untuk penyelesaian secara numerik yaitu dengan menggunakan metode Keller-Box
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akan tetapi dalam penyelesaian metode ini menggunakan persamaan dalam bentuk
orde pertama, maka dilakukan beberapa pemisalan fungsi sebagai berikut
Gambar 5.1: Stensil Beda Hingga
f 0 = u (5.1)
u0 = v (5.2)
s0 = q (5.3)
2664 1
(1   )2.5 +

(1   ) +
✓
 
⇢s
⇢f
◆ 
3775 v0 + ⌘2v + 32 cos ✓s t  1  (u)2 + fv 
+Mt(1  u) = t@u
@t
(5.4)
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)(1   ) +   (⇢cp)s
(⇢cp)f
q
0
+ Pr
⌘
2
q
+
3
2 cos ✓s
Prtfq = Prt
@s
@t
(5.5)
Setelah dilakukan pemisalan fungsi selanjutnya dilakukan diskritisasi model
dengan menggunakan metode beda hingga sesuai dengan Gambar 5.1, untuk
Persamaan (5.1)-(5.3) menggunakan titik tengah (⌘j  12 , t
n) pada ruas P1P2
dengan menggunakan beda hingga pusat, sedangkan untuk bentuk tak linier pada
Persamaan (5.4) dan (5.5) digunakan titik tengah (⌘j  12 , t
n  12 ) pada segiempat
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P1P2P3P4 sehingga didapatkan sebagai berikut
(fnj   fnj 1)
lj
= unj  12
(5.6)
(unj   unj 1)
lj
= vnj  12
(5.7)
(snj   snj 1)
lj
= qnj  12
(5.8)
1
D
✓
vnj   vnj 1
lj
◆
+
⌘j 1/2
2
vnj 1/2 +
3
2 cos ✓s
tn
 
1  (unj 1/2)2
+fnj 1/2v
n
j 1/2
 
+Mtn(1  unj 1/2)  2
tn 1/2
kn
unj 1/2 =  
1
D
 
vn 1j   vn 1j 1
lj
!
  ⌘j 1/2
2
vn 1j 1/2  
3
2 cos ✓s
tn 1
⇣
1  (un 1j 1/2)2
+f ”j 1/2v
n 1
j 1/2
⌘
+Mtn 1(1  un 1j 1/2)
⌘
  2t
n 1/2
kn
un 1j 1/2 (5.9)
g
✓
qnj   qnj 1
lj
◆
+ Pr
⌘j 1/2
2
qnj 1/2 +
3
2 cos ✓s
Prtnfnj 1/2q
n
j 1/2   2
Prtn 1/2
kn
snj 1/2
= g
 
qn 1j   qn 1j 1
lj
!
+ Pr
⌘j 1/2
2
qn 1j 1/2 +
3
2 cos ✓s
Prtn 1fn 1j 1/2q
n 1
j 1/2
  2Prt
n 1/2
kn
sn 1j 1/2 (5.10)
dengan lj adalah step size untuk ⌘, sedangkan kn step size dari waktu, dimana
()nj  12
=
1
2
h
()nj + ()
n
j 1
i
()
n  12
j =
1
2
h
()nj + ()
n 1
j
i
5.1.2 Linierisasi Model
Setelah didapatkan hasil diskritisasi model, selanjutnya dilakukan linierisasi
model pada Persamaan (5.6)-(5.10) dengan menggunakan metode Newton.
Sebelumnya dikenalkan bentuk iterasi untuk metode Newton sebagai berikut
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f (i+1)j = f
(i)
j +  f
(i)
j
u(i+1)j = u
(i)
j +  u
(i)
j
v(i+1)j = v
(i)
j +  v
(i)
j
s(i+1)j = s
(i)
j +  s
(i)
j
q(i+1)j = q
(i)
j +  q
(i)
j (5.11)
Selanjutnya disubstitusikan bentuk iterasi (5.11) pada sistem Persamaan
(5.6)-(5.10), secara sederhana dengan menghilangkan orde tinggi pada
( f (i)j ,  u
(i)
j ,  v
(i)
j ,  s
(i)
j ,  q
(i)
j ) didapatkan
( fj    fj 1)  lj
2
( uj +  uj 1) = (r1)j (5.12)
( uj    uj 1)  lj
2
( vj +  vj 1) = (r2)j (5.13)
( sj    sj 1)  lj
2
( qj +  qj 1) = (r3)j (5.14)
(a1)j fj + (a2)j fj 1 + (a3)j uj + (a4)j uj 1 + (a5)j vj + (a6)j vj 1
= (r4)j (5.15)
(b1)j qj+(b2)j qj 1+(b3)j fj+(b4)j fj 1+(b5)j sj+(b6)j sj 1 = (r5)j (5.16)
dengan
(r1)j =  (fnj   fnj 1) +
lj
2
(unj + u
n
j 1)
(r2)j =  (unj   unj 1) +
lj
2
(vnj + v
n
j 1)
(r3)j =  (snj   snj 1) +
lj
2
(qnj + q
n
j 1)
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(r4)j =  1
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(b2)j =  g 1
lj
+ Pr
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4
+
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Berdasarkan kondisi batas pada (4.90) maka dapat dinyatakan bahwa  f0 =
0,  u0 = 0,  s0 = 0,  uN = 0,  sN = 0.
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5.1.3 Teknik Eliminasi Blok
Sistem linier pada Persamaan (5.12)-(5.16) dapat diselesaikan dengan menggu-
nakan teknik eliminasi blok. Struktur tridiagonal blok biasanya terdiri dari elemen-
elemen yang berupa variabel atau konstanta, sedangkan pada metode Keller-Box ini
elemen-elemen dari blok tridiagonal berupa matriks blok, oleh karena itu terlebih
dahulu dibutuhkan penentuan elemen-elemen dari matriks blok tridiagonal dari
sistem linier Persamaan (5.12)-(5.16) dengan cara dibentuk tiga keadaan yaitu saat
j = 1, j = N   1, dan j = N .
Keadaan 1 Saat j = 1, maka Persamaan (5.12)-(5.16) menjadi
( f1    f0)  l1
2
( u1 +  u0) = (r1)1
( u1    u0)  l1
2
( v1 +  v0) = (r2)1
( s1    s0)  l1
2
( q1 +  q0) = (r3)1
(a1)1 f1 + (a2)1 f0 + (a3)1 u1 + (a4)1 u0 + (a5)1 v1 + (a6)1 v0
= (r4)1
(b1)1 q1 + (b2)1 q0 + (b3)1 f1 + (b4)1 f0 + (b5)1 s1 + (b6)1 s0 = (r5)1
Berdasarkan kondisi batas  f0 = 0,  u0 = 0,  s0 = 0 maka sistem diatas
dapat dibentuk dalam matriks sebagai berikut0BBBBBB@
0 0 1 0 0
  l12 0 0   l12 0
0   l12 0 0   l12
(a6)1 0 (a1)1 (a5)1 0
0 (b2)1 (b3)1 0 (b1)1
1CCCCCCA
0BBBBBB@
 v0
 q0
 f1
 v1
 q1
1CCCCCCA
+
0BBBBBB@
  l12 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
(a3)1 0 0 0 0
0 (b5)1 0 0 0
1CCCCCCA
0BBBBBB@
 u1
 s1
 f2
 v2
 q2
1CCCCCCA =
0BBBBBB@
(r1)1
(r2)1
(r3)1
(r4)1
(r5)1
1CCCCCCA
Dapat dituliskan secara sederhana bahwa untuk j = 1 [A1][ 1] + [C1][ 2] =
[r1].
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Keadaan 2 Saat nilai j = N   1 maka Persamaan (5.12)-(5.16) menjadi
( fN 1    fN 2)  lN 1
2
( uN 1 +  uN 2) = (r1)N 1
( uN 1    uN 2)  lN 1
2
( vN 1 +  vN 2) = (r2)N 1
( sN 1    sN 2)  lN 1
2
( qN 1 +  qN 2) = (r3)N 1
(a1)N 1 fN 1 + (a2)N 1 fN 2 + (a3)N 1 uN 1 + (a4)N 1 uN 2
+ (a5)N 1 vN 1 + (a6)N 1 vN 2 = (r4)N 1
(b1)N 1 qN 1 + (b2)N 1 qN 2 + (b3)N 1 fN 1 + (b4)N 1 fN 2
+ (b5)N 1 sN 1 + (b6)N 1 sN 2 = (r5)N 1
dapat dinyatakan dalam bentuk matriks yaitu0BBBBBB@
0 0  1 0 0
0 0 0   lN 12 0
0 0 0 0   lN 12
0 0 (a2)N 1 (a6)N 1 0
0 0 (b4)N 1 0 (b2)N 1
1CCCCCCA
0BBBBBB@
 vN 3
 qN 3
 fN 2
 vN 2
 qN 2
1CCCCCCA
+
0BBBBBB@
  lN 12 0 1 0 0
 1 0 0   lN 12 0
0  1 0 0   lN 12
(a4)N 1 0 (a1)N 1 (a5)N 1 0
0 (b6)N 1 (b3)N 1 0 (b1)N 1
1CCCCCCA
0BBBBBB@
 uN 2
 sN 2
 fN 1
 vN 1
 qN 1
1CCCCCCA
+
0BBBBBB@
  lN 12 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
(a3)N 1 0 0 0 0
0 (b5)N 1 0 0 0
1CCCCCCA
0BBBBBB@
 uN 1
 sN 1
 fN
 vN
 qN
1CCCCCCA =
0BBBBBB@
(r1)N 1
(r2)N 1
(r3)N 1
(r4)N 1
(r5)N 1
1CCCCCCA
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Secara sedehana bentuk matriks diatas dapat dinyatakan sebagai
[Bj][ j 1] + [Aj][ j] + [Cj][ j+1] = [rj]
dimana bentuk ini berlaku untuk setiap j = 2, 3, ..., N   1.
Keadaan 3 Saat nilai j = N maka Persamaan (5.12)-(5.16) menjadi
( fN    fN 1)  lN
2
( uN +  uN 1) = (r1)N
( uN    uN 1)  lN
2
( vN +  vN 1) = (r2)N
( sN    sN 1)  lN
2
( qN +  qN 1) = (r3)N
(a1)N fN + (a2)N fN 1 + (a3)N uN + (a4)N uN 1
+ (a5)N vN + (a6)N vN 1 = (r4)N
(b1)N qN + (b2)N qN 1 + (b3)N fN + (b4)N fN 1
+ (b5)N sN + (b6)N sN 1 = (r5)N
dapat dinyatakan dalam bentuk matriks yaitu0BBBBBB@
0 0  1 0 0
0 0 0   lN2 0
0 0 0 0   lN2
0 0 (a2)N (a6)N 0
0 0 (b4)N 0 (b2)N
1CCCCCCA
0BBBBBB@
 vN 1
 qN 1
 fN
 vN
 qN
1CCCCCCA
+
0BBBBBB@
  lN2 0 1 0 0
 1 0 0   lN2 0
0  1 0 0   lN2
(a4)N 0 (a1)N (a5)N 0
0 (b6)N (b3)N 0 (b1)N
1CCCCCCA
0BBBBBB@
 uN 1
 sN 1
 fN
 vN
 qN
1CCCCCCA =
0BBBBBB@
(r1)N
(r2)N
(r3)N
(r4)N
(r5)N
1CCCCCCA
secara sederhana dapat dinyatakan sebagai [Bj][ j 1] + [Aj][ j] = [rj] untuk
j = N .
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Dengan demikian secara keseluruhan untuk j = 1, 2, 3, ..., N secara sederhana
dapat dituliskan
j = 1 : [A1][ 1] + [C1][ 2] = [r1]
j = 2 : [B2][ 1] + [A2][ 2] + [C2][ 3] = [r2]
j = 3 : [B3][ 2] + [A3][ 3] + [C3][ 4] = [r3]
...
...
j = N   1 : [BN 1][ N 2] + [AN 1][ N 1] + [CN 1][ N ] = [rN 1]
j = N : [BN ][ N 1] + [AN ][ N ] = [rN ]
atau dapat dinyatakan sebagai
A  = r (5.17)
dengan
A =
0BBBBBBBBBB@
[A1] [C1]
[B2] [A2] [C2]
. . .
. . .
[BN 1] [AN 1] [CN 1]
[BN ] [AN ]
1CCCCCCCCCCA
  =
0BBBBBBB@
[ 1]
[ 2]
...
[ N 1]
[ N ]
1CCCCCCCA , r =
0BBBBBBB@
[r1]
[r2]
...
[rN 1]
[rN ]
1CCCCCCCA
Berdasarkan Persamaan (5.17), dapat dilihat bahwa matriks A adalah
matriks tridiagonal yang elemen-elemennya bernilai nol kecuali pada tiga diagonal
utamanya. Persamaan (5.17) dapat diselesaikan dengan menggunakan teknik
eliminasi blok dengan mengasumsikan bahwa matriks A adalah matriks non
singular sehingga dapat difaktorkan sebagai
A = LU (5.18)
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dimana
L =
0BBBBBBBBBB@
[↵1]
[B2] [↵1]
. . .
. . .
[↵N 1]
[BN ] [↵N ]
1CCCCCCCCCCA
dan
U =
0BBBBBBBBBB@
[I] [ 1]
[I] [ 1]
. . .
. . .
[I] [ N 1]
[I]
1CCCCCCCCCCA
dengan [I] adalah matriks identitas yang berukuran 5 ⇥ 5 dan [↵j], [ j] merupakan
matriks ukuran 5 ⇥ 5 dengan elemen-elemennya ditentukan dengan persamaan
berikut
[↵1] = [A1]
[A1][ 1] = [C1]
[↵j] = [Aj]  [Bj][ j 1], j = 2, 3, ..., N
[↵j][ j] = [Cj] , j = 2, 3, ..., N   1
dengan menyubstitusikan Persamaan (5.18) pada Persamaan (5.17) maka
didapatkan persamaan
LU  = r (5.19)
dengan mendefinisikan bahwa
U  = W (5.20)
sehingga Persamaan (5.19) dapat dituliskan sebagai
LW = r (5.21)
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dimana
W =
0BBBBBBB@
[W1]
[W2]
...
[WN 1]
[WN ]
1CCCCCCCA
dan [Wj] adalah matriks berukuran 5⇥1 dengan elemen-elemennya didapatkan dari
Persamaan (5.21) yaitu
[↵1][W1] = [r1]
[↵j][Wj] = [rj]  [Bj][Wj 1], 2  j  N
Setelah didapatkan elemen-elemen dari matriks W, maka selanjutnya dapat diten-
tukan penyelesaian dari   pada Persamaan (5.20) dengan menggunakan persamaan
berikut
[ j] = [Wj]
[ j] = [Wj]  [ j][ j+1], 1  j  N   1
dengan didapatkannya nilai  , maka Persamaan (5.12)-(5.16) dapat digunakan untuk
mendapatkan penyelesaian Persamaan (5.11) dengan melakukan iterasi sebanyak
sampai memenuhi kriteria konvergen. Menurut Cebeci dan Bradshaw kriteria
konvergen menggunakan v(0, t) dan iterasi berhenti saat didapatkan | v(0, t)| < ",
dimana nilai dari " sangat kecil. Pada penelitian ini digunakan nilai " = 10 5
(Mohammad, 2014).
5.2 Hasil Simulasi Numerik
Tahap perhitungan secara numerik telah diselesaikan, maka tahap selanjutnya
adalah tahapan simulasi numerik dengan menggunakan Matlab. Pada tahapan
simulasi ini yang diinputkan beberapa parameter. Akan tetapi pada bab ini hanya
ditampilkan beberapa untuk mewakili percobaan simulasi yang telah dilakukan.
Simulasi ini menggunakan partisi eta (⌘) sebanyak 60 dengan step size eta  ⌘ =
lj = 0.1 dan partisi t sebanyak 33 dengan step size waktu  t = kn = 0.05. Maka
berdasarkan simulasi yang telah dilakukan, diperoleh hubungan antara parameter
magnetik (M), bilangan Prandtl (Pr), volume fraction nano fluid ( ), sudut
pengirisan (✓s), dengan profil kecepatan (f
0
) dan profil temperatur (s).
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5.2.1 Pengaruh Variasi Parameter Magnetik
Gambar 5.2: Profil Kecepatan dengan Variasi Parameter Magnetik
(Pr = 0.7, ✓s = 53 ,  = 0)
Simulasi ini bertujuan untuk mengetahui pengaruh kecepatan terhadap variasi
parameter magnetik pada fluida nano. Variasi parameter magnetik yang dipakai
dalam simulasi ini yaitu M = 0, 30, 50, 70, 90, 100. Pemilihan parameter magnetik
M dapat diambil dari 0  M  100 dengan M = 0 berarti tidak adanya pengaruh
medan magnet pada aliran. Pada Gambar 5.2 dapat dilihat bahwa kecepatan fluida
semakin meningkat seiring dengan bertambah besar nilai parameter magnetik.
Profil kecepatan mengalami peningkatan mulai f 0 = 0 sampai f 0 = 1. Berdasarkan
hasil grafik pada Gambar 5.2 didapatkan bahwa semakin besar nilai parameter
magnetik maka semakin meningkat pula profil kecepatan aliran fluida. Hal ini
terjadi karena besar Gaya Lorentz yang bekerja semakin besar seiring dengan
bertambahnya besar medan magnet yang mempengaruhi fluida nano.
Pada Gambar 5.3 yaitu profil temperatur mengalami penurunan mulai dari s = 1
sampai s ⇡ 0. Pada grafik yang ditunjukkan oleh Gambar 5.3 didapatkan bahwa
seiring bertambahnya parameter magnetik temperatur yang dihasilkan semakin
menurun. Hal ini dikarenakan gaya Lorentz yang disebabkan oleh adanya medan
magnet yang melintang pada aliran membuat fluida ini semakin bertambah energi
internalnya. Energi internal digunakan untuk partikel fluida bergerak melaju sesuai
dengan stream line, sehingga temperatur fluida ini akan semakin berkurang seiring
dengan bertambahnya medan magnet.
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Gambar 5.3: Profil Temperatur dengan Variasi Parameter Magnetik
(Pr = 0.7, ✓s = 53 ,  = 0)
5.2.2 Pengaruh Nanopartikle Volume Fraction
Gambar 5.4: Profil Kecepatan dengan Variasi Nanopartikle Volume
Fraction ( ) (Pr = 0.7, ✓s = 53 , M = 1
Pada simulasi ini dapat dilihat bahwa profil kecepatan variasi
nanoparticle volume fraction ( ) semakin meningkat pada saat nilai   adalah
0     0.5 dan semakin berkurang pada saat nilai   adalah 0.6     0.9.
Pengaruh viskositas fluida nano dan densitas fluida nano sangat berpengaruh
ketika nilai   di variasikan. Sehingga terdapat perbedaan terhadap grafik profil
kecepatannya. Variasi   yang digunakan yaitu   = 0, 0.1, 0.3, 0.6, dan 0.8.
Semakin besar nilai  maka panas yang ditimbulkan pada fluida nano akan semakin
besar disebabkan tumbukan antar partikel nano yang memiliki skala 1-100 nm.
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Gambar 5.5: Profil Temperatur dengan Variasi Nanopartikle Volume
Fraction ( ) (Pr = 0.7, ✓s = 53 , M = 1)
Pada Gambar 5.5 terlihat variasi nanopartikle volume fraction   didapatkan
bahwa semakin besar nilai   maka semakin meningkatkan profil temperatur fluida
nano. Hal ini disebabkan karena dengan bertambahnya nilai nanopartikle volume
fraction   maka fluida nano akan semakin pekat, sehingga di dalam fluida terjadi
gesekan antar partikel yang dapat menimbulkan panas.
5.2.3 Pengaruh Variasi Sudut Irisan
Gambar 5.6: Profil Kecepatan dengan Variasi Sudut Irisan (✓s)
(Pr = 0.7, ✓s = 53 ,   = 0.1,M = 1)
Pada Gambar 5.6 dapat terlihat bahwa semakin besar sudut irisannya maka
semakin besar pula kecepatan fluida nano. Karena luasan datar permukaan benda
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semakin lebar sehingga halangan aliran kecepatan yang diakibatkan lengkungan
bola lebih kecil. Variasi yang digunakan dalam variasi sudut irisan ini sebesar
45 , 53 , 60 , 65 , 70 , 80 .
Gambar 5.7: Profil Temperatur dengan Variasi Sudut Irisan (✓s)
(Pr = 0.7, ✓s = 53 ,   = 0.1,M = 1)
Simulasi ini menggunakan partisi ⌘ sebanyak 80 dengan  ⌘ = lj = 0.1 dan
partisi t sebanyak 33 dengan  t = kn = 0.005 sehingga nilai t = 0.165. Nilai
variasi ✓s = 45 , 53 , 60 , 65 , 70 , dan 80 . Dapat terlihat bahwa semakin besar
sudut irisan pada bola maka semakin menurun temperatur fluidanya. Hal ini karena
semakin besar luasan permukaan datar bola maka gesakan fluida dengan permukaan
akan semakin kecil.
5.2.4 Pengaruh Variasi Kapasitas Panas Fluida Nano
Tabel 5.1: Profil Kecepatan dengan Variasi Kapasitas Panas Fluida
Nano (⇢CND) (Pr = 0.7, ✓s = 53 ,   = 0.2,M = 1,dan ⇢ND = 4)
Di dalam simulasi Tabel 5.1 ini dapat terlihat bahwa tidak ada pengaruh
kapasitas panas (⇢CND) terhadap profil kecepatan. Berapapun besar nilai (⇢CND)
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yang diinputkan maka profil kecepatannya akan konstan. Hal ini disebabkan
karena di dalam momentum tidak terdapat perpindahan panas atau konveksi yang
terjadi sehingga kapasitas panasnya kecil. Pengaruh variasi kapasitas panas terlihat
bervariasi di dalam temperatur fluida. Dalam simulasi ini nilai variasi kapasitas
panas yang diinputkan adalah sebesar 0, 0.7, 1, 1.4, dan 2. Nilai ⇢CND = 0 diasum-
sikan adalah pada saat ⇢CND bernilai konstan.
Gambar 5.8: Profil Temperatur dengan Variasi Kapasitas Panas Fluida
Nano (⇢CND)
Pada Gambar 5.8 terlihat profil temperatur terhadap variasi kapasitas panas
⇢CND semakin kecil dengan semakin besarnya variasi ⇢CND yaitu 0, 0.7, 1, 1.4, 2
dengan (Pr = 0.7, ✓s = 53 ,   = 0.2,M = 1, dan ⇢ND = 4). Di dalam fluida nano
terdapat energi yg dihasilkan dan dipengaruhi besar kecilnya dari kapasitas panas
yang terjadi. Kapasitas panas itu sendiri adalah tenaga yang harus ditambahkan
untuk menaikkan temperatur benda sebanyak 1°C.
5.2.5 Pengaruh Variasi Densitas Fluida Nano
Simulasi mengenai pengaruh dari variasi densitas/kerapatan massa fluida nano
terhadap profil kecepatan dapat dilihat pada grafik yang ditunjukkan oleh Gambar
5.9, grafik tersebut dilakukan dengan perhitungan pada simulasi dengan menggu-
nakan parameter-parameter yang tetap/konstan, yaitu: (Pr = 0.7, ✓s = 53 ,
  = 0.2,M = 1, dan ⇢CND = 0.7). Pada grafik tersebut dapat dilihat bahwa
semakin meningkatnya nilai densitas fluida nano (⇢ND), maka akan menyebabkan
profil kecepatan yang melewati bola teriris menjadi semakin meningkat. Massa
jenis fluida nano itu sendiri adalah rasio densitas partikel dengan densitas fluida
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Gambar 5.9: Profil Kecepatan dengan Variasi Densitas Fluida Nano
(⇢ND)
dasar. Maka mengakibatkan semakin meningkatnya densitas fluida nano maka
profil kecepetan semakin meningkat. Sehingga dalam simulasi ini dapat disim-
pulkan jika densitas fluida nano semakin besar maka profil kecepatan semakin
meningkat dan sebaliknya jika densitas fluida nano semakin kecil maka profil
kecepatan semakin menurun.
Tabel 5.2: Profil Temperatur dengan Variasi Densitas Fluida Nano
(⇢ND)
Pada Tabel 5.2 simulasi ini pengaruh dari variasi kerapatan massa fluida nano
terhadap profil temperatur dapat dilihat pada grafik yang ditunjukkan oleh Tabel
5.2, grafik tersebut dilakukan dengan perhitungan pada simulasi dengan menggu-
nakan parameter-parameter yang tetap/konstan, yaitu: (Pr = 0.7, ✓s = 53 ,
  = 0.2,M = 1, dan ⇢CND = 0.7). Pada grafik tersebut dapat dilihat bahwa
semakin meningkatnya nilai densitas fluida nano (⇢ND), maka akan menyebabkan
profil temperatur yang melewati bola teriris menjadi semakin menurun. Sehingga
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dalam simulasi ini dapat disimpulkan jika densitas fluida nano semakin besar
maka profil temperatur semakin menurun dan sebaliknya jika densitas fluida nano
semakin kecil maka profil temperatur semakin meningkat.
5.2.6 Pengaruh Variasi Bilangan Prandtl
Tabel 5.3: Profil Kecepatan dengan Variasi Bilangan Prandtl (Pr) (✓s = 53 ,   =
0.1,M = 1)
Pada tabel diatas dapat dapat terlihat bahwa tidak terdapat pengaruh ⌘ secara
signifikan terhadap berapapun nilai variasi Pr yang diberikan. Akan tetapi terlihat
bahwa semakin besar nilai ⌘ maka semakin meningkat profil kecepatan. Hal ini
berpengaruh jika terdapat konveksi yang terjadi. Di dalam penelitian ini bilangan
Prandtl akan berpengaruh pada profil temperatur karena adanya energi yang ada
di dalam fluida nano. Berapapun besar inputan bilangan Prandtl maka tidak akan
terdapat pengaruh di dalam profil kecepatan karena dalam penelitian ini tidak
ada heat transfer atau konveksi yang terjadi. Bilangan Prandtl itu sendiri adalah
perbandingan nilai dari viskositas kinematik dan difusivitas panas (Pr =
vf
↵f
),
dengan semakin meningkatnya nilai dari bilangan Prandtl akan berpengaruh pada
besar viskositas kinematik dan difusivitas panas dari fluida. Pada saat viskositas
kinematik meningkat, kecepatan fluida akan menurun karena kepekatan fluida
tersebut.
Pada simulasi ini menggunakan beberapa variasi nilai bilangan Prandtl, yaitu
0.7, 7, 70, 100; dan 100, dengan nilai M = 1 dengan t = 0,165, untuk bilangan
Prandtl dapat dipilih nilainya yaitu 0.7  Pr  100 yang mana Pr = 0.7
yang berarti gas, Pr = 7 berarti air, dan 7.2   13.4 air laut. Pada Gambar 5.10
didapatkan bahwa semakin besar bilangan Prandtl yang digunakan maka semakin
menurun temperatur fluida yang dihasilkan. Bilangan Prandtl merupakan rasio dari
diffusivitas momentum dengan diffusivitas termal, dengan meningkatnya bilangan
Prandtl maka konduktivitas termal akan turun dan pada permukaan bola teriris akan
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Gambar 5.10: Profil Temperatur dengan Variasi Bilangan Prandtl
(Pr), (✓s = 53 ,   = 0.1,M = 1)
lebih cepat panas daripada fluidanya. Hal ini lah yang menyebabkan temperatur
fluida semakin menurun dengan bertambahnya bilangan Prandtl.
5.3 Physical Case
Di dalam fluida nano terdapat partikel-partikel nano dan fluida dasar yang
membentuk sehingga dapat disebut sebagai fluida nano. Dalam kasus penelitian ini
partikel yang akan digunakan sebagai contoh adalah Cu dan Al2O3 setiap partikel
nano yaitu Cu dan Al2O3 mempunyai nilai densitas, konduktifitas termal, dan
kapasitas panas yang berbeda. Hal ini dapat ditunjukan pada tabel berikut ini
Tabel 5.4: Bahan Thermophysical Fluida Nano
Data Tabel 5.4 diambil dari (Alkasasbeh, 2015). Tabel 5.4 digunakan untuk
data inputan dalam pembuatan simulasi physical case sehingga dalam kasus ini
diambil dari penelitian secara fisika, kimia maupun matematika yang telah diuji di
69
laboratorium. Yang menarik disini adalah perbedaan yang terkandung dalam setiap
patikel/solid dan Based-Fluid (Water). Dari buku (Alkasasbeh, 2015) Nanopartikel
Volume Fraction ( ) memiliki range antara 0     0.2. Bilangan Prandtl (Pr)
yang digunakan adalah 0.7 ; 6.2; dan 6.8. Dengan keterangan 0.7 adalah air, 6.2 dan
6.8 adalah water-based nano fluid. Dari keterangan diatas maka hasil simulasi dari
masing-masing pengaruh parameter tersebut sebagai berikut
5.3.1 Pengaruh Parameter Magnetik
1.) Pada Partikel Cu
Gambar 5.11: Profil Kecepatan dengan Variasi Parameter Magnetik
Tahapan simulasi numerik ini bertujuan untuk mengetahui pengaruh variasi
parameter magnetik pada fluida nano. Variasi parameter magnetik yang digunakan
pada simulasi ini adalah sebesar 0, 1, 5, 10 dengan ✓s = 53,  = 0.1, P r = 0.7.
Pemilihan M dapat diambil dari 0  M  100 denganM = 0 berarti tidak adanya
pengaruh medan magnet pada aliran. Pada Gambar 5.11 dapat dilihat bahwa
kecepatan fluida semakin meningkat seiring dengan meningkatnya parameter
magnetik. Nilai kecepatan mengalami peningkatan mulai f 0 = 0 sampai f 0 = 1.
Berdasarkan hasil grafik pada Gambar 5.11 didapatkan bahwa semakin besar nilai
parameter magnetik maka semakin besar pula kecepatan aliran fluida. Hal ini
terjadi karena besar Gaya Lorentz yang bekerja semakin besar seiring dengan
bertambahnya besar medan magnet yang mempengaruhi fluida nano, hal ini dapat
ditunjukkan secara matematis oleh M =
 B20a
⇢nfU1
. Dengan meningkatnya gaya
Lorentz mengakibatkan gerakan muatan-muatan listrik yang ada dalam medan
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magnet menjadi meningkat dan bertambah pula momentum dari fluida ini, sehingga
fluida kental pun akan bergerak lebih cepat.
Gambar 5.12: Profil Temperatur dengan Variasi Parameter Magnetik
Pada Gambar 5.12 yaitu temperatur mengalami penurunan mulai dari s = 1
sampai s ⇡ 0. Pada grafik yang ditunjukkan oleh Gambar 5.12 didapatkan bahwa
seiring bertambahnya parameter magnetik temperatur yang dihasilkan semakin
menurun. Hal ini dikarenakan gaya Lorentz yang disebabkan oleh adanya medan
magnet yang melintang pada aliran membuat fluida ini semakin bertambah energi
internalnya. Energi internal digunakan untuk partikel fluida bergerak melaju sesuai
dengan stream line, sehingga temperatur fluida ini akan semakin berkurang seiring
dengan bertambahnya medan magnet.
2.) Pada Partikel Al2O3
Pada Gambar 5.13 terlihat bahwa profil kecepatan semakin meningkat dengan
bertambahnya variasi parameter magnetiknya. Variasi parameter magnetik yang
digunakan adalah 0, 10, 50, 70, 100. Pada simulasi ini digunakan inputan beberapa
parameter yang konstan, yaitu ✓s = 53,  = 0.1, P r = 0.7. Penjelasan sama dengan
variasi parameter magnetik pada partikel Cu, akan tetapi berbeda besar kecil nilai
f
0 .
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Gambar 5.13: Profil Kecepatan dengan Variasi Parameter Magnetik
Gambar 5.14: Profil Temperatur dengan Variasi Parameter Magnetik
Pada Gambar 5.14 terlihat bahwa profil temperatur semakin menurun dengan
bertambahnya variasi parameter magnetiknya. Variasi parameter magnetik yang
digunakan adalah sebesar 0, 10, 50, 70, 100. Pada simulasi ini digunakan inputan
beberapa parameter yang konstan, yaitu ✓s = 53,  = 0.1, P r = 0.7. Penje-
lasan sama dengan variasi parameter magnetik pada partikel Cu, akan tetapi perbe-
daannya terdapat pada besar kecil nilai s.
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Lampiran 1
6.1 Penurunan Persamaan Komponen Tegangan Normal dan Tegangan
Geser pada Penyelesaian Persamaan Momentum Sumbu x dan y
• Turunan ⌧xx terhadap x
@⌧xx
@x
=
@
@x
✓
 p+ 2µnf @u
@x
◆
=  @p
@x
+ 2µnf
@2u
@x2
(6.1)
• Turunan ⌧yy terhadap y
@⌧yy
@y
=
@
@y
✓
 p+ 2µnf @v
@y
◆
=  @p
@y
+ 2µnf
@2v
@y2
(6.2)
• Turunan ⌧xy terhadap x
@⌧xy
@x
=
@
@x
✓
µnf
✓
@u
@y
+
@v
@x
◆◆
= µnf
✓
@2u
@x@y
+
@2v
@x2
◆
(6.3)
• Turunan ⌧yx terhadap y
@⌧yx
@y
=
@
@y
✓
µnf
✓
@u
@y
+
@v
@x
◆◆
= µnf
✓
@2u
@y2
+
@2v
@x@y
◆
(6.4)
komponen gaya permukaan yaitu✓
@⌧xx
@⌧x
+
@⌧yx
@y
◆bi+ ✓@⌧yy
@y
+
@⌧xy
@x
◆bj
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Sehingga dapat ditulis dengan✓
 @p
@x
+ 2µnf
@2u
@x2
+ µnf
✓
@2u
@y2
+
@2v
@x@y
◆◆bi
+
✓
 @p
@y
+ 2µnf
@2v
@y2
+ µnf
✓
@2u
@x@y
+
@2v
@x2
◆◆bj
Berdasarkan Persamaan Kontinuitas yaitu
@u
@y
+
@v
@y
= 0) @u
@x
=  @v
@y
Hal ini menunjukkan bahwa gaya permukaan dapat dinyatakan dengan✓
 @p
@x
+ 2µnf
@2u
@x2
+ µnf
@2u
@y2
  µnf @
2u
@x2
◆bi
+
✓
 @p
@x
+ 2µnf
@2u
@x2
  µnf @
2v
@y2
+ µnf
@2v
@x2
◆bj
=
✓
 @p
@x
+ µnf
@2u
@x2
+ µnf
@2u
@y2
◆bi+ ✓ @p
@y
+ µnf
@2v
@y2
+ µnf
@2v
@x2
◆bj
=
✓
 @p
@x
bi  @p
@y
bj◆+ µnf ✓@2u
@x2
+
@2u
@y2
◆bi+ µnf ✓@2v
@x2
+
@2v
@y2
◆bj
= rp+ µnfr2V¯ (6.5)
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Lampiran 2
6.2 Model Matematika Dimensional
Aliran Fluida melewati permukaan datar
• Persamaan Kontinuitas
r · V¯ = 0 (6.6)
• Persamaan momentum
@V¯
@ t¯
+ (V¯ ·r) =   1
⇢nf
rp¯+ vnfr2V¯    B
2
0 u¯
⇢nf
(6.7)
• Persamaan Energi
(v ·r)T = ↵nfr2T (6.8)
Dengan kondisi awal dan kondisi batas
t¯ < 0; u¯ = v¯ = 0, T¯ = T1, untuk setiap x , y
t¯   0; u¯ = v¯ = 0, T¯ = Tf , pada saat y = b - a (6.9)
u¯ = u¯e(x), T¯ = T1, pada saat y  !1
Dimana u¯e =
3
2
u1sin
⇣ x¯
b
⌘
• Persamaan Kontinuitas
@r¯u¯
@x¯
+
@r¯u¯
@y¯
= 0 (6.10)
• Persamaan momentum dalam arah sumbu - x
@u¯
@ t¯
+ u¯
@u¯
@x¯
+ v¯
@u¯
@y¯
=   1
⇢nf
@p¯
@x¯
+ vnf
✓
@2u¯
@x¯2
+
@2u¯
@y¯2
◆
   B
2
0 u¯
⇢nf
(6.11)
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• Persamaan momentum dalam arah sumbu - y
@v¯
@ t¯
+ u¯
@v¯
@x¯
+ v¯
@v¯
@y¯
=   1
⇢nf
@p¯
@y¯
+ vnf
✓
@2v¯
@x¯2
+
@2v¯
@y¯2
◆
   B
2
0 v¯
⇢nf
• Persamaan Energi
@T
@ t¯
+ u¯
@T¯
@x¯
+ T¯
@T¯
@y¯
= ↵nf (
✓
@2T¯
@x¯2
+
@2T¯
@y¯2
◆
)
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Lampiran 3
6.3 Model Matematika Non-Dimensional
Transformasi Variabel Non-Dimensional
Untuk mengubah persamaan dimensional menjadi persamaan nondimensional,
maka diberikan variabel-variabel non-dimensional dan juga digunakan untuk
mempermudah dalam proses secara komputasi.
x =
x¯
a
y = R1/2e
⇣ y¯
a
⌘
Re =
u1a
vnf
u =
u¯
U1
v = R1/2e
✓
v¯
U1
◆
vnf =
µnf
⇢nf
(6.12)
ue(x) =
u¯e(x¯)
v1
r(x) =
r¯(x¯)
a
p =
p¯
⇢nfU21
↵nf =
knf
(⇢Cp)nf
⇢nf = (1   )⇢f +  ⇢s
µnf =
µf
(1   )2.5
(⇢Cp)nf = (1   )(⇢Cp)f +  (⇢Cp)s
knf
kf
=
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)
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Subtitusi dari Persamaan Pembangun
• Persamaan kontinuitas
@(aU1ru)
@(ax)
+
@(aU1Re1/2rv)
@(ayRe 1/2)
= 0
U1
✓
@(ru)
@x
+
@(rv)
@y
◆
= 0
@u
@x
+
@(rv)
@y
= 0
Sehingga diperoleh persamaan kontinuitas tak berdimensi yaitu :
@(ru)
@x
+
@(rv)
@y
= 0 (6.13)
• Persamaan Momentum
a.) Persamaan Momentum Sumbu x
@u¯
@ t¯
+ u
@u¯
@x¯
+ v¯
@u¯
@y¯
=   1
⇢nf
@p¯
@x¯
+ vnf
✓
@2u¯
@x¯2
+
@2u¯
@y¯2
◆
   
⇢nf
B20 u¯
Ruas Kiri
@u¯
@ t¯
+ u¯
@u¯
@x¯
+ v¯
@u¯
@y¯
=
@(U1u)
@(taU 11 )
+ uU1
@(uU1)
@(xa)
+ vU1Re 1/2
@(uU1)
@(yaRe 1/2)
=
U21
a
@u
@t
+
U21
a
u
@u
@x
+
U21
a
v
@u
@y
=
U21
a
✓
@u
@t
+ u
@u
@x
+ v
@u
@y
◆
(6.14)
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Ruas Kanan
  1
⇢nf
@p¯
@x¯
+ vnf
✓
@2u¯
@x¯2
+
@2u¯
@y¯2
◆
   
⇢nf
B20uU1
=   1
⇢nf
@(p⇢nfU21)
@(xa)
+ vnf
✓
@2(uU1)
@(xa)2
+
@2(uU1)
@(yaRe 1/2)2
◆
   
⇢nf
B20uU1
=   1
⇢nf
⇢nfU21
a
@p
@x
+ vnf
✓
U1
a2
· @
2u
@x2
+
U1
a2Re 1
· @
2u
@y2
◆
   
⇢nf
B20uU1
=   1
⇢nf
@p¯
@x¯
+ vnf
✓
@2u¯
@x¯2
+
@2u¯
@y¯2
◆
   
⇢nf
B20uU1
=   1
⇢nf
@(p⇢nfU21)
@(xa)
+ vnf
✓
@2(uU1)
@(xa)2
+
@2(uU1)
@(yaRe 1/2)2
◆
   
⇢nf
B20uU1
=   1
⇢nf
⇢nfU21
a
@p
@x
+ vnf
✓
U1
a2
· @
2u
@x2
+
U1
a2Re 1
· @
2u
@y2
◆
   
⇢nf
B20uU1
=  U
2
1
a
@p
@x
+ vnf
U1
a2
✓
@2u
@x2
+
1
Re 1
@2u
@y2
◆
   
⇢nf
B20uU1
=  U
2
1
a
@p
@x
+ vnf
U1
a2
✓
@2u
@x2
+
1
Re 1
@2u
@y2
◆
   
⇢nf
B20uU1 (6.15)
Karena ruas kiri sama dengan ruas kanan maka didapatkan
U21
a
✓
@u
@t
+ u
@u
@x
+ v
@u
@y
◆
=  U
2
1
a
@p
@x
+ vnf
U1
a2
✓
@2u
@x2
+
1
Re 1
@2u
@y2
◆
   a
⇢nf
B20uU1 (6.16)
Kedua ruas dibagi dengan
✓
U21
a
◆
@u
@t
+ u
@u
@x
+ v
@u
@y
=  @p
@x
+
vnf
aU1
(
@2u
@x2
+
1
Re 1
@2u
@y2
)   a
⇢nfU1
B20u
@u
@t
+ u
@u
@x
+ v
@u
@y
=  @p
@x
+
vnf
aU1
@2u
@x2
+
vnf
aU1
Re
@2u
@y2
 
✓
 aB20
⇢nfU1
◆
u
@u
@t
+ u
@u
@x
+ v
@u
@y
=
@p
@x
+
vnf
Re vf
@2u
@x2
+
vnf
Re vf
Re
@2u
@y2
 Mu
@u
@t
+ u
@u
@x
+ v
@u
@y
=  @p
@x
+
vnf
Re vf
@2u
@x2
+
vnf
vf
@2u
@y2
 Mu
83
b.) Persamaan Momentum Sumbu y
@v¯
@ t¯
+ u¯
@v¯
@x¯
+ v¯
@v¯
@y¯
=   1
⇢nf
@p¯
@y¯
+ vnf
✓
@2v¯
@x¯2
+
@2v¯
@y¯2
◆
   
⇢nf
B20 v¯
Ruas Kiri
=
@v¯
@ t¯
+ u¯
@v¯
@x¯
+ v¯
@v¯
@y¯
=
@(U1Re 1/2v)
@(aU 11 t)
+ uU1
@(U1Re 1/2v)
@(ax)
+ U1Re 1/2v
@(U1Re 1/2v)
@(aRe 1/2y)
= Re 1/2
U21
a
@v
@t
+Re 1/2
U21
a
u
@v
@x
+Re 1/2
U21
a
u
@v
@y
Ruas Kanan
=  1
⇢nf
@p¯
@y¯
+ vnf
✓
@2v¯
@x¯2
+
@2v¯
@y¯2
◆
   
⇢nf
B20 v¯
=  1
⇢nf
@(⇢nfU21p)
@(ayRe 1/2)
+ vnf
✓
@2(U1Re 1/2v)
@(ax)2
+
@2(U1Re 1/2v)
@(ayRe 1/2)2
◆
  1
⇢nf
 B20U1Re
 1/2v
=  1
⇢nf
⇢nfU21
aRe 1/2
@p
@y
+ vnf
U1Re 1/2
a2
@2v
@x2
+
U1Re 1/2
a2Re 1/2
@2v
@y2
  1
⇢nf
 B20U1Re
 1/2v
=  U
2
1
aRe 1/2
@p
@y
+ vnf
U1Re 1/2
a2
@2v
@x2
+
U1Re 1/2
a2Re 1
@2v
@y2
  1
⇢nf
 B20U1Re
 1/2v
=  U
2
1
aRe 1/2
@p
@y
+ vnf
U1Re 1/2
a2
✓
@2v
@x2
+
1
Re 1
@2v
@y2
◆
 Re 1/2
✓
 U1B20
⇢nf
◆
v
Karena ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka didapatkan
Re 1/2
U21
a
@v
@t
+Re 1/2
U21
a
u
@v
@x
+Re 1/2
U21
a
u
@v
@y
=   U
2
1
aRe 1/2
@p
@y
+ vnf
U1Re 1/2
a2
✓
@2v
@x2
+
1
Re 1
@2v
@y2
◆
 Re 1/2
✓
 U1B20
⇢nf
◆
v
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Kedua ruas dibagi dengan
✓
U21
aRe 1/2
◆
diperoleh
Re 1
✓
@v
@t
+
@v
@x
+
@v
@y
◆
=  @p
@y
+
vnfRe 1
aU1
✓
@2v
@x2
+
1
Re 1
@2v
@y2
◆
 
✓
 aRe 1B20
⇢nfU1
◆
v
1
Re
✓
@v
@t
+
@v
@x
+
@v
@y
◆
=  @p
@y
+
vnf
aU1
Re 1
@2v
@x2
+
vnf
aU1
@2v
@y2
 Re 1
✓
 B20a
⇢nfU1
◆
v
1
Re
✓
@v
@t
+
@v
@x
+
@v
@y
◆
=  @p
@y
+
vnf
aU1
1
Re
✓
@2v
@x2
+
vnf
aU1
@2v
@y2
◆
  1
Re
✓
 B20a
⇢U1
◆
v
1
Re
✓
@v
@t
+
@v
@x
+
@v
@y
◆
=  @p
@y
+
vnf
aU1
1
Re
@2v
@x2
+
vnf
aU1
@2v
@y2
+
1
Re
Mv
Jadi Persamaan Momentum Sumbu Y menjadi
1
Re
✓
@v
@t
+
@v
@x
+
@v
@y
◆
=  @p
@y
+
vnf
aU1
1
Re
@2v
@x2
+
vnf
aU1
@2v
@y2
+
1
Re
Mv (6.13)
• Persamaan Energi
T = ✓
✓ =
T   T1
Tf   T1
@✓
@ t¯
+ u¯
@✓
@x¯
+ v¯
@✓
@y¯
= ↵nf
✓
@2✓
@x¯2
+
@2✓
@y¯2
◆
(6.12)
Ruas Kiri
@✓
@ t¯
+ u¯
@✓
@x¯
+ v¯
@✓
@y¯
=
@(Tf   T1)✓ + T1
@(taU 11 )
+ uU1(
@(Tf   T1)✓ + T1
@(xa)
)
+ vU1Re
 
1
2 (
@(Tf   T1)✓ + T1
@(yaRe
 
1
2 )
)
=
U1
a
@(Tf   T1)✓ + T1
@t
+
U1
a
u
@(Tf   T1)✓ + T1
@t
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+
U1
a
v
@(Tf   T1)✓ + T1
@t
=
U1
a
(Tf   T1)(@✓
@t
+ u
@✓
@x
+ v
@✓
@y
) +
U1
a
(
@T1
@t
+ u
@T1
@x
+ v
@T1
@y
)
Karena T1 adalah suatu konstanta maka (
@T1
@t
,
@T1
@x
,
@T1
@y
= 0)
Sehingga ruas kiri menjadi
(Tf   T1)U1
a
(
@✓
@t
+ u
@✓
@x
+ v
@✓
@y
) (6.8)
Ruas Kanan
↵nf
✓
@2✓
@y2
◆
= ↵nf
0BB@✓@2(Tf   T1)✓ + T1@(xa)2
◆
+
0BB@@2(Tf   T1)✓ + T1
@(yaRe
 
1
2 )2
1CCA
1CCA
= ↵nf
✓
(Tf   T1)
a2
@2✓
@x2
+
(Tf   T1)
a2
Re
@2✓
@y2
+
1
a2
@T1
@x2
+
1
a2
@T1
@y2
◆
Karena T1 adalah konstanta maka persamaan menjadi
= ↵nf
✓
(Tf   T1)
a2
@2✓
@x2
+
(Tf   T1)
a2
Re
@2✓
@y2
◆
= ↵nf
✓
(Tf   T1)
a2
✓
@2✓
@x2
+Re
@2✓
@y2
◆◆
(6.6)
Karena ruas kiri sama dengan ruas kanan maka dapat dituliskan
(Tf   T1)U1
a
(
@✓
@t
+ u
@✓
@x
+ v
@✓
@y
) = ↵nf
✓
(Tf   T1)
a2
✓
@2✓
@x2
+Re
@2✓
@y2
◆◆
Kemudian kedua ruas dikalikan dengan
a
U1(Tf   T1) sehingga didapatkan
@✓
@t
+ u
@✓
@x
+ v
@✓
@y
= ↵nf
1
aU1
✓
@2✓
@x2
+Re
@2✓
@y2
◆
@✓
@t
+ u
@✓
@x
+ v
@✓
@y
=
↵nf
aU1
@2✓
@x2
+
↵nf
aU1
Re
@2✓
@y2
86
Karena a U1 = Re vf dan vf = Pr ↵f maka persamaan tersebut menjadi
@✓
@t
+ u
@✓
@x
+ v
@✓
@y
=
↵nf
ReVf
@2✓
@x2
+
↵nf
ReVf
Re
@2✓
@y2
@✓
@t
+ u
@✓
@x
+ v
@✓
@y
=
↵nf
ReVf
@2✓
@x2
+
↵nf
Vf
@2✓
@y2
@✓
@t
+ u
@✓
@x
+ v
@✓
@y
=
1
Pr
↵nf
Re↵f
@2✓
@x2
+
1
Pr
↵nf
↵f
@2✓
@y2
Pada (Anderson, John D: 2011) dijelaskan tentang koordinat pada aliran
bebas yang melewati bola, yaitu
Vr =  V1cos✓
V✓ = V1sin✓
V  = 0
Dengan Vr, V✓, V  adalah aliran bebas. Komponen-komponen tersebut dapat
diterapkan pada gambar berikut ini
Gambar 6.1: Gabungan pada Aliran Tiga dimensi yang sama
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V =    =
µ
2⇡
cos✓
r3
er +
µ
4⇡
sin✓
r3
e✓ + 0e 
Vr =  V1cos✓ + µ
2⇡
cos✓
r3
=  
⇣
V1   µ
2⇡r3
⌘
cos✓
V✓ = V1sin✓ +
µ
4⇡
sin✓
r3
=
⇣
V1 +
µ
4⇡r3
⌘
sin✓
V  = 0
Aliran pada titik stagnasi Vr, V✓ = 0 dan ✓ = 0 sehingga sin✓ = 0, maka
persamaan-persamaan tersebut menjadi
Vr =  
⇣
V1   µ
2⇡r3
⌘
cos✓
0 = V1   µ
2⇡R3
V1 =
µ
2⇡R3
R3 =
µ
2⇡R3
R =
⇣ µ
2⇡R3
⌘1
3
Dimana r = R adalah koordinat radial pada titik stagnasi Pada permukaan
Gambar 6.2: Skema Aliran Incompressible pada Bola
bola dimana r=R
V✓ =
⇣
V1   µ
4⇡r3
⌘
sin✓
(6.-14)
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Dari persamaan sebelumnya, yaitu
R3 =
µ
2⇡R3
Maka µ menjadi
µ = 2⇡R3V1
Substitusikan ke dalam persamaan sebelumnya, sehingga menjadi sebagai
berikut
V✓ =
✓
V1 +
2⇡R3V1
4⇡R3
◆
sin✓
V✓ =
✓
V1 +
1
2
V1
◆
sin✓
V✓ =
3
2
V1sin✓
Dari persamaan di atas maka dapat dihitung nilaiUe pada penelitian ini. Maka
ditunjukkan sebagai berikut
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cos↵ =
d1
a
d1 =a cos↵
cos x =
d2
b
d2 =b cos x
maka d1 =d2
a cos x =b cos x
b =a
cos↵
cos x
Dimana pada persamaan dimensional
u¯e =
3
2
U1 sin
x¯
b
u¯e =
3
2
U1 sin
x¯
a
cos↵
cosx
u¯e =
3
2
U1 sin
x¯ cos x
a cos↵
Pada persamaan non-dimensional
ueU1 =
3
2
U1 sin
ax
a
cos x
cos↵
ue =
3
2
⇣
sin x
cos x
cos↵
⌘
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6.4 Penyederhanaan Model Matematika Non-Dimensional
1.) Pendekatan Lapisan Batas
• Persamaan Kontinuitas
@(ru)
@x
+
@(rv)
@y
= 0
• Persamaan Momentum Sumbu x
@u
@t
+ u
@u
@x
+ v
@u
@y
=  @p
@x
+
vnf
Re vf
@2u
@x2
+
vnf
vf
@2u
@y2
 Mu
• Persamaan Momentum Sumbu y
 @p
@y
= 0
• Persamaan Energi
@✓
@t
+ u
@✓
@x
+ v
@✓
@y
=
1
Pr
↵nf
Re↵f
@2✓
@x2
+
1
Pr
↵nf
↵f
@2✓
@y2
Pada pendekatan lapisan batas bilangan Reynold Re  ! 1 sehingga berakibat
1
Re
 ! 0. Maka persamaan kontinuitas, momemtum, dan energi dapat ditulis
sebagai berikut
• Persamaan Kontinuitas
@(ru)
@x
+
@(rv)
@y
= 0
• Persamaan Momentum Sumbu x
@u
@t
+ u
@u
@x
+ v
@u
@y
=  @p
@x
+
vnf
vf
@2u
@y2
 Mu
• Persamaan Momentum Sumbu y
 @p
@y
= 0
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• Persamaan Energi
@✓
@t
+ u
@✓
@x
+ v
@✓
@y
=
1
Pr
↵nf
↵f
@2✓
@y2
Pada persamaan momentum sumbu y terlihat bahwa tekanan fluida p adalah
variabel bebas terhadap y sehingga dapat disimpulkan bahwa tekanan aliran hanya
bergantung pada variabel x, maka persamaan momentum yang digunakan sebagai
pembangun model pada penelitian ini yaitu :
@u
@t
+ u
@u
@x
+ v
@u
@y
=  @p
@x
+
vnf
vf
@2u
@y2
 Mu
Pada fluida yang melewati permukaan bola pada daerah di luar lapisan batas
persamaan momentum di atas dapat ditulis sebagai berikut
@ue
@t
+ ue
@ue
@x
+ v
@ue
@y
=  @p
@x
+
vnf
vf
@2ue
@y2
 Mue
Karena kecepatan aliran bebas ue =
3
2
sin x maka diperoleh
@ue
@t
= 0,
@ue
@y
= 0,
@2ue
@y
= 0
Subtitusikan persamaan diatas maka didapatkan persamaan sebagai berikut
@p
@x
= ue
@ue
@x
+Mue
Dengan mensubtitusikan persamaan momentum maka didapatkan persamaan
sebagai berikut
@ue
@t
+ ue
@ue
@x
+ v
@ue
@y
= ue
@ue
@x
+
vnf
vf
@2ue
@y2
+Mue  Mu
@ue
@t
+ ue
@ue
@x
+ v
@ue
@y
= ue
@ue
@x
+
vnf
vf
@2ue
@y2
+M(ue   u)
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2.) Substitusi variabel-variabel Non-Dimensional Fluida Nano Penyelesaian
variabel-variabel yang digunakan dalam persamaan
vnf =
µnf
⇢nf
vf =
µf
⇢f
vnf
vf
=
µnf
⇢nf
vf
=
µnf
⇢nf vf
=
µf
(1   )2.5
(1   )⇢f +  ⇢s(µf
⇢f
)
=
1
(1   )2.5[1   +  ⇢s
⇢f
]
↵nf
↵f
=
knf
(⇢Cp)nf
kf
(⇢Cp)f
=
knf
(⇢Cp)nf
⇥ (⇢Cp)f
kf
=
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks) kf
(1   )(⇢Cp)f +  (⇢Cp)s ⇥
(⇢Cp)f
kf
=
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(⇢Cp)f [(ks + 2kf ) +  (kf   ks)](1   )(⇢Cp)f +  (⇢Cp)s
=
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(⇢(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  (⇢Cp)s
(⇢Cp)f
]
• Persamaan Kontinuitas
@(ru)
@x
+
@(rv)
@y
= 0
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• Persamaan Momentum
@u
@t
+ u
@u
@x
+ v
@u
@y
= ue
@ue
@x
+
264 1
(1   )2.5[(1   + ( ⇢s
⇢f
)]
375 @2u
@y2
+M(ue   u)
• Persamaan Energi
@✓
@t
+ u
@✓
@x
+ v
@✓
@y
=
1
Pr
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(⇢(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  (⇢Cp)s
(⇢Cp)f
]
@2✓
@y2
Untuk kondisi awal dan kondisi batas 0° x  ↵, sebagai berikut
t < 0; u = v = 0, T = 0, untuk setiap x,y
t   0; u = v = 0, T = 1, pada saat y = b  a
u = ue(x), T = 0, pada saat y  !1
Dimana ue =
3
2
sin(x
cosx
cos↵
) dan b =
cos↵
cos x
a
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6.5 Fungsi Alir (Stream Function)
u =
1
r
@ 
@y
danv =  1
r
@ 
@x
(6.-16)
Dengan menerapkan persamaan di atas pada penyederhanaan model matematika
maka diperoleh persamaan sebagai berikut
• Persamaan Kontinuitas
@ru
@x
+
@rv
@y
= 0
@
✓
r
1
r
@ 
@y
◆
@x
+
@
✓
r( 1
r
@ 
@x
)
◆
@y
= 0
@
@x
✓
@ 
@y
◆
+
@
@y
✓
 @ 
@x
◆
= 0
@2 
@x@y
  @
2 
@x@y
= 0
@2 
@x@y
=
@2 
@x@y
• Persamaan Momentum
@u
@t
+ u
@u
@x
+ v
@u
@y
=
ue
@ue
@x
+

1
(1   )2.5[(1   + ( ⇢ND)]
 
@2u
@y2
+M(ue   u)
@
✓
1
r
@ 
@y
◆
@t
+
✓
1
r
@ 
@y
◆ @ ✓1
r
@ 
@y
◆
@x
+
✓
 1
r
@ 
@x
◆ @ ✓1
r
@ 
@y
◆
@y
=
ue
@ue
@x

1
(1   )2.5[(1   + ( ⇢ND)]
  @2✓1
r
@ 
@y
◆
@y2
+M
✓
ue   1
r
@ 
@y
◆
1
r
@2 
@y@t
+
1
r2
@ 
@y
@2 
@y@t
  1
r3
dr
dx
(
@ 
@y
)2   1
r2
@ 
@x
@2 
@y2
=
ue
@ue
@x

1
(1   )2.5[(1   + ( ⇢ND)]
 
1
r
@2 
@y3
+M
✓
ue   1
r
@ 
@y
◆
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• Persamaan Energi
@✓
@t
+ u
@✓
@x
+ v
@✓
@y
=
1
Pr
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(⇢(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND]
@2✓
@y2
@✓
@t
+
1
r
@ 
@y
@✓
@x
  1
r
@ 
@x
@✓
@y
=
1
Pr
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(⇢(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND]
@2✓
@y2
Untuk kondisi awal dan kondisi batas 0   x  ↵ diberikan sebagai berikut
t < 0; =
@ 
@y
= 0, ✓ = 0, untuk setiap x, y
t   0; = @ 
@y
= 0, ✓ = 1, Pada saat y = b  a
@ 
@y
= ue(x), ✓ = 0, Pada saat y  !1
dimana ue(x) =
3
2
sin(x
cos x
cos↵
) dan b =
cos ↵
cos x
a
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Lampiran 6
6.6 Persamaan Similiaritas
1.) Untuk Small Time (t  t⇤)
 = t
1
2ue(x)r(x)f(x, ⌘, t), ✓ = s(x, ⌘, t), ⌘ =
y
t
1
2
2.) Untuk Large Time (t > t⇤)
 = ue(x)r(x)F (x, Y, t), ✓ = S(x, Y, t), Y = y
1.) Persamaan similaritas untuk waktu kecil
a.) Persamaan kontinuitas
@u
@x
+
@v
@y
= 0
@
@x
✓
@ 
@y
◆
+
@
@y
✓
 @ 
@x
◆
= 0
@2 
@x@y
  @
2 
@x@y
= 0
@2 
@x@y
=
@2 
@x@y
b.) Persamaan Momentum
@u
@t
+ u
@u
@x
+ v
@u
@y
=ue
@ue
@x

1
(1   )2.5[(1   + ( ⇢ND)]
 
@2u
@y2
+M(ue   u)
@
@t
✓
@ 
@y
◆
+
✓
@ 
@y
◆
@
@x
✓
@ 
@y
◆
+
✓
 @ 
@x
◆
@
@y
✓
@ 
@y
◆
=ue
@ue
@x

1
(1   )2.5[(1   + ( ⇢ND)]
 
@2
@y2
✓
@ 
@y
◆
+M(ue   @ 
@y
)
@2 
@t@y
+
@ 
@y
@2 
@x@y
  @ 
@x
@2 
@y2
=ue
@ue
@x

1
(1   )2.5[(1   + ( ⇢ND)]
 
@3 
@y3
+M(ue(x)  @ 
@y
)
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@⌘
@y
=
1
t1/2
@ 
@y
=
@ 
@⌘
@⌘
@y
=
@(t1/2ue(x)r(x)f(x, ⌘, t))
@⌘
1
t1/2
=ue(x)r(x)
@f(x, ⌘, t)
@⌘
@ 
@x
=
@t1/2ue(x)r(x)f(x, ⌘, t)
@x
=t1/2f(x, ⌘, t)
due(x)
dx
r(x) + t1/2ue
dr
dx
f(x, ⌘, t)
+ t1/2ue(x)r(x)
@f(x, ⌘, t)
@x
@2 
@y2
=
@
@y
✓
@ 
@y
◆
=
@
@y
✓
ue(x)r(x)
@f(x, ⌘, t)
@⌘
◆
=
@
@⌘
✓
ue(x)r(x)
@f(x, ⌘, t)
@⌘
◆
@⌘
@y
=
@
@⌘
✓
ue(x)r(x)
@f(x, ⌘, t)
@⌘
◆
1
t1/2
=
1
t1/2
ue(x)r(x)
@f(x, ⌘, t)
@⌘2
@3 
@y3
=
@
@y
✓
@2 
@y2
◆
=
@
@y
✓
1
t1/2
ue(x)r(x)
@2f(x, ⌘, t)
@⌘2
◆
=
@
@⌘
✓
1
t1/2
ue(x)r(x)
@2f(x, ⌘, t)
@⌘2
◆
@⌘
@y
=
@
@⌘
✓
1
t1/2
ue(x)r(x)
@2f(x, ⌘, t)
@⌘2
◆
1
t1/2
=
1
t
ue(x)r(x)
@3f(x, ⌘, t)
@⌘3
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@2 
@x@y
=
@
@x
✓
@ 
@y
◆
=
@
@x
✓
ue(x)r(x)
@f(x, ⌘, t)
@⌘
◆
=
due(x)
@x
r(x)
@f(x, ⌘, t)
@⌘
+ ue(x)
dr
dx
@f(x, ⌘, t)
@⌘
+ ue(x)r(x)
@2f(x, ⌘, t)
@x@⌘
@2 
@t@y
=
@
@t
✓
@ 
@y
◆
=
@
@t
✓
ue(x)r(x)
@f(x, ⌘, t)
@⌘
◆
=
@
@⌘
✓
ue(x)r(x)
@f(x, ⌘, t)
@⌘
◆
@⌘
@t
+
@
@t
✓
ue(x)r(x)
@f(x, ⌘, t)
@⌘
◆
=ue(x)r(x)
@2f(x, ⌘, t)
@⌘2
✓
 1
2
⌘
t
◆
+ue(x)r(x)
@2f(x, ⌘, t)
@t@⌘
=  ue(x)r(x)
t
⌘
2
@2f(x, ⌘, t)
@⌘2
+ ue(x)r(x)
@2f(x, ⌘, t)
@t@⌘
untuk selanjutnya dapat dituliskan bahwa ue(x) = ue dan f(x, ⌘, t) = f , r(x)
ditulis r.
Ruas Kiri
=
1
r
@2 
@y@t
+
1
r2
@ 
@y
@2 
@y@x
  1
r3
dr
dx
✓
@ 
@y
◆2
  1
r2
@ 
@x
@2 
@y2
=
1
r
✓
 uer
t
⌘
2
@2f
@⌘2
+ uer
@2f
@t@⌘
◆
+
1
r2
✓
uer
@f
@⌘
◆✓
due
dx
r
@f
@⌘
+ ue
dr
dx
@f
@⌘
+ uer
@2f
@x@⌘
◆
  1
r3
dr
dx
✓
uer
@f
@⌘
◆2
  1
r2
✓
t 1/2
due
dx
rf + t 1/2ue
dr
dx
f + t 1/2uer
@f
@x
◆✓
uer
t 1/2
@2f
@⌘2
◆
=  ue
t
⌘
2
@2f
@⌘2
+ ue
@2f
@t@⌘
+ ue
due
dr
✓
@f
@⌘
◆2
+
u2e
r
dr
dx
@f
@⌘
+ u2e
@f
@⌘
@2f
@x@⌘
  1
r
dr
dx
u2e
@2f
@⌘2
  due
dx
f
@2f
@⌘2
ue   u
2
ef
r
dr
dx
@2f
@⌘2
  u2e
@f
@x
@2f
@⌘2
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Ruas Kanan
ue
@ue
@x
+

1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
1
r
@3 
@y3
+M
✓
ue   1
r
@u
@y
◆
=ue
@ue
@x
+

1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
1
r
✓
uer
t
@3f
@⌘3
+M
✓
ue   1
r
uer
@f
@⌘
◆◆
=ue
@ue
@x
+

1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
ue
t
@3f
@⌘3
+Mue
✓
1  @f
@⌘
◆
Karena ruas kiri sama dengan ruas kanan sehingga :
=  ue
t
⌘
2
@2f
@⌘2
+ ue
@2f
@t@⌘
+ ue
due
dr
✓
@f
@⌘
◆2
+
u2e
r
dr
dx
@f
@⌘
+ u2e
@f
@⌘
@2f
@x@⌘
  1
r
dr
dx
u2e
@2f
@⌘2
  due
dx
f
@2f
@⌘2
ue   u
2
ef
r
dr
dx
@2f
@⌘2
  u2e
@f
@x
@2f
@⌘2
=ue
@ue
@x
+

1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
ue
t
@3f
@⌘3
+Mue
✓
1  @f
@⌘
◆
Kemudian kedua ruas dibagi
ue
t
sehingga :
  ⌘
2
@2f
@⌘2
+ t
@2f
@t@⌘
+ t
due
dx
✓
@f
@⌘
◆2
+
uet
r
dr
dx
@2f
@⌘2
+ tue
@t
@⌘
@2f
@x@⌘
  uet
r
dr
dx
@2f
@⌘2
  tf due
dx
@2f
@⌘2
  uetf
r
dr
dx
@2f
@⌘2
  uet@f
@x
@2f
@⌘2
=t
due
dx
+

1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
@3f
@⌘3
+Mt
✓
1  @f
@⌘
◆

1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
@3f
@⌘3
+
⌘
2
@2f
@⌘2
+ t
due
dx
✓
1 
✓
@f
@⌘
◆
  f @
2f
@⌘2
◆
Mt
✓
1  @f
@⌘
◆
= t
@2f
@t@⌘
+ uet
1
r
dr
dx
@2f
@⌘2
+
@f
@⌘
@2f
@x@⌘
  1
r
dr
dx
@2f
@⌘2
  1
r
dr
dx
f
@2f
@⌘2
  @f
@x
@2f
@⌘2
 
Karena di titik stagnasi x = 0°
Maka ue = 0 dan
due
dx
=
3
2
cos↵
1.) Untuk Small Time (t  t⇤)
100

1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
@3f
@⌘3
+
⌘
2
@2f
@⌘2
+
3
2
cos↵t 
1 
✓
@f
@⌘
◆2
  f @
2f
@⌘2
!
= t
@2f
@t@⌘
2.) Untuk Large Time (t  t⇤)
1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
@3F
@Y 3
+
Y
2
@2F
@Y 2
+
3
2
cos↵t 
1 
✓
@F
@Y
◆2
  F @
2F
@Y 2
!
= t
@2F
@t@Y
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c.) Persamaan Energi
@✓
@t
+
1
r
@ 
@y
@✓
@x
  1
r
@ 
@x
@✓
@y
=
1
Pr
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(⇢(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND]
@2✓
@y2
dengan
@✓
@t
=
@s(x, ⌘, t)
@⌘
@⌘
@t
+
@s(x, ⌘, t)
@t
=
@s(x, ⌘, t)
@⌘
✓
 1
2
⌘
t
◆
+
@s(x, ⌘, t)
@t
=  ⌘
2t
@s(x, ⌘, t)
@⌘
+
@s(x, ⌘, t)
@t
@✓
@y
=
@✓
@⌘
@⌘
@y
=
@s(x, ⌘, t)
@⌘
@⌘
@y
=
1
t
1
2
@s(x, ⌘, t)
@⌘
@2✓
@y2
=
@
@y
✓
@✓
@y
◆
=
@
@y
✓
@✓
@y
◆
=
@
@y
0B@ 1
t
1
2
@s(x, ⌘, t)
@⌘
1CA
=
@
@⌘
0B@ 1
t
1
2
@s(x, ⌘, t)
@⌘
1CA @⌘
@y
=
@2s(x, ⌘, t)
@⌘2
1
t
1
2
1
t
1
2
=
1
t
@2s(x, ⌘, t)
@⌘2
Selanjutnya dapat dituliskan bahwa s(x, ⌘, t) = s sehingga persamaan similaritas
untuk energi yaitu :
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Ruas Kiri
@✓
@t
+
1
r
@ 
@y
@✓
@x
+
@ 
@x
@✓
@y
=  1
r
⌘
@t
@s
@⌘
+
@s
@t
+
1
r
uer
@f
@⌘
@s
@x
 1
r0@t12f @ue
@x
r + t
1
2ue
dr
dx
f + t
1
2uer
@f
@x
1A
0B@ 1
t
1
2
@2s
@⌘2
1CA
=
  ⌘
@t
@s
@⌘
+
@s
@t
+ ue
@f
@⌘
@s
@x
  f due
dx
@s
@⌘
  uef
r
dr
dx
@s
@⌘
  ue@f
@x
@s
@⌘
Ruas Kanan
1
Pr
(ks + @kf )  2  (kf   ks)
(ks + @kf ) +   (kf   ks) (1   ) +   (⇢cp)s
(⇢cp)f
✓
1
t
@s
@⌘
◆
=
1
t
(ks + @kf )  2  (kf   ks)
(ks + @kf ) +   (kf   ks) (1   ) +   (⇢cp)s
(⇢cp)f
1
Pr
@2s
@⌘2
Karena ruas kiri sama dengan ruas kanan maka persamaan tersebut menjadi
  ⌘
@t
@s
@⌘
+
@s
@t
+ ue
@f
@⌘
@s
@x
 f due
dx
@s
@⌘
  uef
r
dr
dx
@s
@⌘
  ue@f
@x
@s
@⌘
=
1
t
(ks + @kf )  2  (kf   ks)
(ks + @kf ) +   (kf   ks) (1   ) +   (⇢cp)s
(⇢cp)f
1
Pr
@2s
@⌘2
Kedua ruas dikalikan dengan Prt didapatkan :
,  Pr ⌘
@
@s
@⌘
+ Prt
@s
@t
+ Prtue
@f
@⌘
@s
@x
  Prtf due
dx
@s
@⌘
  Prtuef
r
dr
dx
@s
@⌘
  Prtue@f
@x
@s
@⌘
=
(ks + @kf )  2  (kf   ks)
(ks + @kf ) +   (kf   ks) (1   ) +   (⇢cp)s
(⇢cp)f
@2s
@⌘2
, (ks + @kf )  2  (kf   ks)
(ks + @kf ) +   (kf   ks) (1   ) +   (⇢cp)s
(⇢cp)f
@2s
@⌘2
+ Pr
⌘
@
@s
@⌘
+ Prtf
due
dx
@s
@⌘
=
Prt
✓
@s
@t
+ ue
@f
@⌘
@s
@x
  1
r
ue
dr
dx
+
@s
@⌘
  ue@f
@x
@s
@⌘
◆
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Karena pada titik stagnasi yaitu x ⇡ 0, dengan demikian maka nilai ue = 0 dan
due
dx
=
3
2 cos↵
1.) Untuk Small Time (t  t⇤)
(ks + @kf )  2  (kf   ks)
(ks + @kf ) +   (kf   ks) (1   ) +   (⇢cp)s
(⇢cp)f
@2s
@⌘2
+ Pr
⌘
@
@s
@⌘
+ Prtf
3
2 cos↵
@s
@⌘
= Prt
@s
@t
2.) Untuk Large Time (t  t⇤)
(ks + @kf )  2  (kf   ks)
(ks + @kf ) +   (kf   ks) (1   ) +   (⇢cp)s
(⇢cp)f
@2S
@Y 2
+ Pr
Y
@
@S
@Y
+ Prtf
3
2 cos↵
@S
@Y
= Prt
@S
@t
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Lampiran 7
6.7 Penurunan Kondisi Awal
• Persamaan Momentum

1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
f
000
+
⌘
2
f
000
+
3
2 cosx
t⇣
1  (f 0)2   ff 00
⌘
+Mt(1  f 0) = tf
00
@t
Pada saat t = 0, maka didapatkan persamaan

1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
f
000
+
⌘
2
f
00
= 0
Untuk mendapatkan f digunakan persamaan :

1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
f
000
+
⌘
2
f
00
= 0
Terlebih dahulu diubah ke dalam bentuk persamaan differensial tingkat satu,
dengan memisalkan f 00 = h sehingga persamaan tersebut menjadi :

1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
h
0
+
⌘
2
h = 0
Jika h0 =
dh
d⌘
maka persamaan tersebut dapat dituliskan

1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
dh+
⌘
2
hd⌘ = 0
Kemudian kedua ruas dibagi dengan h sehingga didapatkan
1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
1
h
dh+
⌘
2
d⌘ = 0
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Kedua ruas diintegralkan maka didapatkanZ 
1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
1
h
dh+
⌘
2
d⌘ = 0
⇥
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
⇤
lnh+
⌘2
4
= c1⇥
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
⇤
lnh =  ⌘
2
4
+ c1
lnh =
 ⌘
2
4
+ c1
[(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]]
h = e
 ⌘
2
4
+ c1
[(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]]
f ” = e
 ⌘
2
4
+ c1
[(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]]
f
00
= e
c1
[(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]] e
 ⌘
2
4
[(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]]
= e
c1
[(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]]
Z
e
 ⌘
2
4
[(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]]
= e
c1
[(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]]
Z
e
 ⌘2
4 [(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]]
= e
c1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
vuuuut
⇡
4
1
4

1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
erf
 s
1
4(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]⌘
!
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f
0
= e
c1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]p⇡(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
erf
 
⌘
2
s
1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
!
+ C2
Kondisi batas ⌘ = 0 dan f = f 0 = 0
0 =e
c1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]p⇡(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]erf(0) + C2
0 = 0 + C2
Maka C2 = 0, sehingga f
0 adalah
f
0
= e
c1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]p⇡(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
erf
 
⌘
2
s
1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
!
Jika ⌘ !1, f 0 = 1 maka
1 =e
c1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]p⇡(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
erf
 
1
2
s
1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
!
1 =e
c1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]p⇡(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]erf(1)
1 =e
c1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]p⇡(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)] · 1
e
c1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)] = 1p
⇡(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
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f
0
=
1p
⇡(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
p
⇡(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
erf
 
⌘
2
s
1p
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
!
f
0
= erf
 
⌘
2
s
1p
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
!
Maka nilai f adalah
f =
1r
1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)] 
2
 
1
2
erf
 
⌘
2
s
1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
!
⌘
s
1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
+
e
 
1
4
⌘2
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]p
⇡
1CCCCA
1CCCCA+ C3
Jika ⌘ = 0 maka f = 0
0 =
1r
1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]0BBBB@2
0BBBB@12erf
0BBBB@(0) + e
 
1
4
⌘2
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]p
⇡
1CCCCA
1CCCCA
1CCCCA+ C3
0 =
p
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
✓
2
1p
⇡
◆
+ C3
C3 =
 2p(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]p
⇡
C3 =  2
r
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
⇡
Maka substitusikan ke dalam nilai f
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f =
1r
1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)] 
2
 
1
2
erf
 
⌘
2
s
1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
!
⌘
s
1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
+
e
 
1
4
⌘2
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]p
⇡
1CCCCA
1CCCCA  2
r
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
⇡
misalkan (1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)] = D, maka
f =
1r
1
D
0BBB@2
0BBB@12erf
 
⌘
2
r
1
D
!
⌘
r
1
D
+
e
 
1
4
⌘2
Dp
⇡
1CCCA
1CCCA  2
r
D
⇡
f
0
= erf
 
⌘
2
s
1p
D
!
f ” = e
 ⌘
2
4
+ c1
D
• Persamaan Energi
1.) Untuk Small Time
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND]s
00
+ Pr
⌘
2
s
0
+
3
2 cos↵
Prtfs
0
= Prt
@s
@t
t < 0 : f =
@f
@⌘
= 0, s = 0, untuk setiap x, ⌘
t   0 : f = @f
@⌘
= 0, s = 1 pada saat ⌘ = 0
@f
@⌘
= ue(x), s = 0 pada saat ⌘ !1
2.) Untuk Waktu Besar (t > t⇤)
Persamaan pembangun pada titik stagnasi depan dan belakang disederhanakan
sebagai berikut
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(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND]S
00
+
3
2 cos↵
PrFS
0
= Pr
@S
@t
t < 0 : F =
@F
@Y
= 0, S = 0, untuk setiap x, Y
t   0 : F = @F
@Y
= 0, S = 1 pada saat ⌘ = 0
@F
@Y
= ue(x), S = 0 pada saat ⌘ !1
Dengan mensubstitusikan t = 0, maka diperoleh
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND]s
00
+ Pr
⌘
2
s
0
= 0
selanjutnya dilakukan penyelesaian untuk mendapatkan s dengan memisalkan s0 =
m sehingga
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND]m
00
+ Pr
⌘
2
m
0
= 0
denganm0 =
dm
d⌘
maka dapat dituliskan
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND]dm+
Pr⌘
2
md⌘ = 0
Kedua ruas dibagi dengan m sehingga didapatkan
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND]
1
m
dm+
Pr⌘
2
d⌘ = 0
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND]dm+
Pr⌘
2
md⌘ = 0
d⌘
=
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(⇢(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND] lnm+
Pr⌘2
4
d⌘ = C1
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Kedua ruas diintegralkan di dapatkanZ
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND] lnm+
Pr⌘2
4
d⌘ = C1
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(⇢(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND] lnm =  
Pr⌘2
4
+ C1
lnm =
 Pr⌘
2
4
+ C1
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND]
m = e
C1   Pr⌘
2
4
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND]
Maka s0 sama dengan
s
0
= e
C1   Pr⌘
2
4
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND]
s =
Z
e
C1   Pr⌘
2
4
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND] d⌘
s = e
C1
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND]
Z
e
 Pr⌘
2
4
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)[(1   ) +  ⇢CND] d⌘
Dengan menggunakan rumus integral eksponensial yang melibatkan fungsi eror
(erf) di dalamnya yaituZ
e cx
2
dx =
r
⌘
4c
erf(
p
xx)
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Penyederhanaan variabel-variabel untuk memudahkan dalam perhitungan
Misalkan
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks) [(1   ) +  ⇢CND] = G
Maka didapatkan persamaan sebagai berikut
s
0
= e
C1
G
vuut ⇡
4
Pr
4G
erf
r
Pr
4G
⌘ + C2
s
0
= e
C1
G
r
G⇡
Pr
erf
⌘
2
r
Pr
G
+ C2
Pada saat ⌘ = 0 maka S = 1
1 = e
C1
G
r
G⇡
Pr
erf
✓
0
2
◆r
Pr
G
+ C2
C2 = 1  e
C1
G
r
G⇡
Pr
erf(0)
r
Pr
G
C2 = 1
Substitusikan ke dalam s’ maka nilai s menjadi
s = e
C1
G
r
G⇡
Pr
erf
⌘
2
r
Pr
G
+ 1
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Pada Saat ⌘ =1, s = 0 maka
s = e
C1
G
r
G⇡
Pr
erf
⌘
2
r
Pr
G
+ 1
0 = e
C1
G
r
G⇡
Pr
erf
1
2
r
Pr
G
+ 1
0 = e
C1
G
r
G⇡
Pr
erf(1) + 1
0 = e
C1
G
r
G⇡
Pr
+ 1
 1 = e
C1
G
r
G⇡
Pr
e
C1
G =   1r
G⇡
Pr
s =  1r
G⇡
Pr
r
G⇡
Pr
erf
⌘
2
r
Pr
G
+ 1
s =  erf ⌘
2
r
Pr
G
+ 1
Maka s0 dan s adalah
s
0
=e
C1   Pr⌘
2
4
G
s =  erf ⌘
2
r
Pr
G
+ 1
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Lampiran 8
6.8 Diskritisasi Model
Berdasarkan pemisalan fungsi dalam bentuk orde pertama yaitu :
• Persamaan Momentum

1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
f
000
+
⌘
2
f
00
+
3
2 cos↵
t
⇣
1  (f 0)  ff 00
⌘
+Mt(1  f 0) = t@f
0
@t
=

1
(1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)]
 
v
0
+
⌘
2
v +
3
2 cos↵
t
 
1  (u)2 + fv 
+Mt(1  u) = t@u
@t
• Persamaan Energi
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)(1   ) +  ⇢CND s
00
+ Pr
⌘
2
s
0
+
3
2 cos↵
Prtfs
0
= Prt
@s
@t
(ks + 2kf )  2 (kf   ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)(1   ) +  ⇢CND q
0
+ Pr
⌘
2
q +
3
2 cos↵
Prtfq = Prt
@s
@t
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1. Diskritiasi Persamaan Momentum
Misalkan (1   )2.5 [(1   ) + ( ⇢ND)] = D
(l1)
n
j 1/2 =

1
D
v
0
+
⌘
2
v +
3
2 cos↵
t(1  u2 + fv) +Mt(1  u)
 n
j 1/2
=
✓
1
D
✓
vnj   vnj 1
lj
◆
+
⌘j 1/2
2
vnj 1/2 +
3
2 cos↵
tn
 
1  (unj 1/2)2
+fnj 1/2v
n
j 1/2
 
+Mtn(1  unj 1/2)
 
(l1)
n 1
j 1/2 =

1
D
v
0
+
⌘
2
v +
3
2 cos↵
t(1  u2 + fv) +Mt(1  u)
 n 1
j 1/2
=
 
1
D
 
vn 1j   vn 1j 1
lj
!
+
⌘j 1/2
2
vn 1j 1/2 +
3
2 cos↵
tn 1
⇣
1  (un 1j 1/2)2
+f ”j 1/2v
n 1
j 1/2
⌘
+Mtn 1(1  un 1j 1/2)
⌘
Subtitusi persamaan (2) dan persamaan (3) pada persamaan (1)
1
2
✓
1
D
✓
vnj   vnj 1
lj
◆
+
⌘j 1/2
2
vnj 1/2 +
3
2 cos↵
tn
 
1  (unj 1/2)2
+fnj 1/2v
n
j 1/2
 
+Mtn(1  unj 1/2)
 
+
 
1
D
 
vn 1j   vn 1j 1
lj
!
+
⌘j 1/2
2
vn 1j 1/2 +
3
2 cos↵
tn 1
⇣
1  (un 1j 1/2)2
+f ”j 1/2v
n 1
j 1/2
⌘
+Mtn 1(1  un 1j 1/2)
⌘
=
tn 1/2
kn
unj 1/2  
tn 1/2
kn
un 1j 1/2
1
D
✓
vnj   vnj 1
lj
◆
+
⌘j 1/2
2
vnj 1/2 +
3
2 cos↵
tn
 
1  (unj 1/2)2
+fnj 1/2v
n
j 1/2
 
+Mtn(1  unj 1/2)  2
tn 1/2
kn
unj 1/2 =  
1
D
 
vn 1j   vn 1j 1
lj
!
  ⌘j 1/2
2
vn 1j 1/2  
3
2 cos↵
tn 1
⇣
1  (un 1j 1/2)2
+f ”j 1/2v
n 1
j 1/2
⌘
+Mtn 1(1  un 1j 1/2)
⌘
  2t
n 1/2
kn
un 1j 1/2
2. Diskritisasi Persamaan Energi
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12
h
(l2)
n
j 1/2 + (l2)
n 1
j 1/2
i
= Prtn 1/2
 
snj 1/2   sn 1j 1/2
kn
!
(4)
Misalkan :
(ks + 2kf )  2 (kf + ks)
(ks + 2kf ) +  (kf   ks)(1   ) + ( ⇢CND) = g
(l2)
n
j 1/2 =

gq
0
+ Pr
⌘
2
q +
3
2 cos↵
Prtfq
 n
j 1/2
=g
✓
qnj   qnj 1
lj
◆
+ Pr
⌘j 1/2
2
qnj 1/2 +
3
2 cos↵
Prtnfnj 1/2q
n
j 1/2 (5)
(l2)
n 1
j 1/2 =

gq
0
+ Pr
⌘
2
q +
3
2 cos↵
Prtfq
 n 1
j 1/2
=g
 
qn 1j   qn 1j 1
lj
!
+ Pr
⌘j 1/2
2
qn 1j 1/2 +
3
2 cos↵
Prtn 1fn 1j 1/2q
n 1
j 1/2
(6)
Sehingga subtitusi persamaan (5) dan (6) pada persamaan (4)
1
2
✓
g
✓
qnj   qnj 1
lj
◆
+ Pr
⌘j 1/2
2
qnj 1/2 +
3
2 cos↵
Prtnfnj 1/2q
n
j 1/2
+ g
 
qn 1j   qn 1j 1
lj
!
+ Pr
⌘j 1/2
2
qn 1j 1/2 +
3
2 cos↵
Prtn 1fn 1j 1/2q
n 1
j 1/2
!
=
Prtn 1/2
kn
snj 1/2  
Prtn 1/2
kn
sn 1j 1/2
g
✓
qnj   qnj 1
lj
◆
+ Pr
⌘j 1/2
2
qnj 1/2 +
3
2 cos↵
Prtnfnj 1/2q
n
j 1/2
  2Prt
n 1/2
kn
snj 1/2 = g
 
qn 1j   qn 1j 1
lj
!
+ Pr
⌘j 1/2
2
qn 1j 1/2
+
3
2 cos↵
Prtn 1fn 1j 1/2q
n 1
j 1/2   2
Prtn 1/2
kn
sn 1j 1/2
Setelah dilakukan diskritisasi selanjutnya dilakukan linierisasi dengan metode
Newton sebagai berikut :
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1.
1
lj
(fnj   fnj 1) +
1
lj
( fj    fj 1) = 1
2
(unj + u
n
j 1) +
1
2
( uj +  uj 1)
( fj    fj 1) + lj
2
( uj    uj 1) =  (fnj + fnj 1) +
lj
2
( unj +  u
n
j 1)
2.
1
lj
(unj   unj 1) +
1
lj
( uj    uj 1) = 1
2
(vnj + v
n
j 1) +
1
2
( vj +  vj 1)
( uj    uj 1) + lj
2
( vj    vj 1) =  (unj + unj 1) +
lj
2
( vnj +  v
n
j 1)
3.
1
lj
(snj   snj 1) +
1
lj
( qj    qj 1) = 1
2
(snj + s
n
j 1) +
1
2
( qj +  qj 1)
( sj    sj 1) + lj
2
( qj    qj 1) =  (snj + snj 1) +
lj
2
( qnj +  q
n
j 1)
3. Persamaan Momentum
1
D
✓
vnj   vnj 1
lj
◆
+
1
D
✓
 vj    vj 1
lj
◆
+
⌘j 1/2
2
✓
vnj 1/2 +
 vj +  vj 1
2
◆
+
3
2 cos↵
tn
 
1 
✓
unj 1/2 +
 uj +  uj 1
2
◆2
+
✓
fnj 1/2 +
 fj +  fj 1
2
◆
✓
vnj 1/2 +
 vj +  vj 1
2
◆◆
+Mtn
✓
1 
✓
unj 1/2 +
 uj +  uj 1
2
◆◆
  2t
n 1/2
kn
✓
unj 1/2 +
 uj +  uj 1
2
◆
= R1
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, 1
D
✓
 vj    vj 1
lj
◆
+
⌘j 1/2
2
✓
 vj +  vj 1
2
◆
  3
2cos↵
tnunj 1/2✓
 uj +  uj 1
2
◆
  3
2cos↵
tn
✓
 uj +  uj 1
2
◆2
+
3
2cos↵
tnfnj 1/2
✓
 vj +  vj 1
2
◆
3
2cos↵
tnvnj 1/2
✓
 fj +  fj 1
2
◆
+
3
2cos↵
tn
✓
 fj +  fj 1
2
◆✓
 vj +  vj 1
2
◆
 Mtn
✓
 uj +  uj 1
2
◆
  2t
n 1/2
kn
✓
 uj +  uj 1
2
◆
=  
✓
1
D
✓
vnj   vnj 1
lj
◆
+
⌘j 1/2
2
vnj 1/2
⌘
  3
2 cos↵
tn(1  unj 1/2 + (fnj 1/2vnj 1/2)) Mtn(1  unj 1/2)
+ 2
tn 1/2
kn
unj 1/2 +R1
4. Persamaan Energi
g
✓
qnj   qnj 1
lj
◆
+ g
✓
 qj    qj 1
lj
◆
+ Pr
⌘j 1/2
2
✓
qnj 1/2 +
 qj +  qj 1
2
◆
+
3
2 cos↵
Prtn
✓
fnj 1/2 +
 fj +  fj 1
2
◆✓
qnj 1/2 +
 qj +  qj 1
2
◆
  2Prt
n 1/2
kn
✓
snj 1/2 +
 sj +  sj 1
2
◆
= R2
, g
✓
 qj    qj 1
lj
◆
+ Pr
⌘j 1/2
2
✓
 qj +  qj 1
2
◆
+
3
2 cos↵
Prtn✓✓
fnj 1/2
 qj +  qj 1
2
◆
+
✓
qnj 1/2 +
 fj +  fj 1
2
◆
+
✓
 fj    fj 1
lj
◆
✓
 qj    qj 1
lj
◆◆
  2Prt
n 1/2
kn
✓
 sj    sj 1
2
◆
=  
 
g
 
qn 1j   qn 1j 1
lj
!
+Pr
⌘j 1/2
2
qnj 1/2 +
3
2 cos↵
Prtn
 
fnj 1/2q
nj 1/2
 ◆
+ 2Pr
tn 1/2
kn
snj 1/2 +R2
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Dengan
R1 =   1
D
 
vn 1j   vn 1j 1
lj
!
  ⌘j 1/2
2
vn 1j 1/2  
3
2 cos↵
tn
✓
1 
⇣
un 1j 1/2
⌘2
+fn 1j 1/2v
n 1
j 1/2
⌘
+Mtn 1(1  un 1j 1/2)  2
tn 1/2
kn
un 1j 1/2
R2 =  g
✓
qnj   qnj 1
lj
◆
  Pr⌘j 1/2
2
qn 1j 1/2  
3
2 cos↵
Prtn 1fn 1j 1/2q
n 1
j 1/2
  2Prt
n 1/2
kn
sn 1j 1/2
(r1)j =  (fnj   fnj 1) +
lj
2
(unj + u
n
j 1)
(r2)j =  (unj   unj 1) +
lj
2
(vnj + v
n
j 1)
(r3)j =  (snj   snj 1) +
lj
2
(qnj + q
n
j 1)
(r4)j =  1
D
(vnj   vnj 1)
lj
  ⌘j 1/2
2
vnj 1/2  
3
2 cos↵
tn
⇣
1   unj 1/2 2
+
 
fnj 1/2v
n
j 1/2
   Mtn  1  unj 1/2   2tn 1/2kn unj 1/2
  1
D
(vn 1j   vn 1j 1 )
lj
  ⌘j 1/2
2
vn 1j 1/2  
3
2 cos↵
tn 1
✓
1 
⇣
un 1j 1/2
⌘2
+
⇣
fn 1j 1/2v
n 1
j 1/2
⌘⌘
 Mtn 1/2
⇣
1  un 1j 1/2
⌘
+ 2
tn 1/2
kn
un 1j 1/2
(r5)j =  g
(qnj   qnj 1)
li
  Pr
2
⌘j 1/2qnj 1/2  
3
2 cos↵
Prtn
 
fnj 1/2q
n
j 1/2
 
  2Prt
n 1/2
kn
snj 1/2   g
(qn 1j   qn 1j 1 )
li
  Pr
2
⌘j 1/2qn 1j 1/2
  3
2 cos↵
Prtn 1
⇣
fn 1j 1/2q
n 1
j 1/2
⌘
+ 2
Prtn 1/2
kn
sn 1j 1/2
(a1)j =
3
4 cos↵
tn
 
vnj 1/2
 
(a2)j =(a1)j
(a3)j =  3
2 cos↵
tnunj 1/2  
Mtn
2
  t
n 1/2
kn
(a4)j =(a3)j
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(a5)j =
1
Dlj
+
⌘j 1/2
4
+
3
4 cos↵
tn
 
fnj 1/2
 
(a6)j =  1
Dlj
+
⌘j 1/2
4
+
3
4 cos↵
tn
 
fnj 1/2
 
(b1)j =g
1
lj
+ Pr
⌘j 1/2
4
+
3
4 cos↵
Prtn
 
fnj 1/2
 
(b2)j =  g 1
lj
+ Pr
⌘j 1/2
4
+
3
4 cos↵
Prtn
 
fnj 1/2
 
(b3)j =
3
4 cos↵
Prtnqnj 1/2
(b4)j =(b3)j
(b5)j =  Prt
n 1/2
kn
(b6)j =(b5)j
Berdasarkan kondisi batas pada persamaan di atas maka dapat dinyatakan bahwa
 f0 = 0,  u0 = 0,  s0 = 0,  uN = 0,  sN = 0
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Lampiran 9
6.9 Hasil Numerik
6.9.1 Physical Case
Tabel 6.1: Profil Kecepatan dan Profil Temperatur dengan Variasi Parameter
Magnetik (M) Pada Partikel Cu saat ⌘ = 1 (Pr = 0.7, ✓s = 53 ,   = 0.2)
Tabel 6.2: Profil Kecepatan dan Profil Temperatur dengan Variasi Parameter
Magnetik (M) Al2O3 Pada Partikel ⌘ = 1 (Pr = 0.7, ✓s = 53 , Al2O3 (M)
(Pr = 0.7, ✓s = 53 ,   = 0.2)
Dari tabel diatas dapat terlihat perbedaan antara partikel Cu dan partikel Al2O3
pada variasi parameter magnetik.
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BAB 6
KESIMPULAN DAN SARAN
6.1 Kesimpulan
Berdasarkan analisa dan pembahasan yang telah dilakukan pada bab
sebelumnya, maka diperoleh kesimpulan bahwa:
1.) Model matematika magnetohidrodinamik (MHD) fluida nano tak tunak
pada lapisan batas yang mengalir melewati bola teriris dibangun oleh tiga
persamaan pembangun yaitu persamaan kontinuitas, persamaan momentum
dan persamaan energi yang masing-masing diperoleh dari penerapan Hukum
Kekekalan Massa, Hukum II Newton, dan Hukum I Termodinamika.
Setelah mengetahui persamaan pembangunnya kemudian diubah ke dalam
bentuk persamaan non-dimensi, dan dilakukan transformasi ke dalam bentuk
persamaan similaritas untuk mendapatkan bentuk model akhir dari aliran tak
tunak fluida nano magnetohidrodinamik (MHD) yang melewati bola teriris.
2.) Model matematika aliran tak tunak fluida nano magnetohidrodinamik (MHD)
yang melewati bola teriris dapat diselesaikan dengan menggunakan metode
numerik yaitu metode Keller-Box. Penyelesaian numerik ini diawali dengan
mengubah model matematika kebentuk persamaan orde satu. Kemudian
model matematika didiskritisasi dengan beda hingga pusat. Model matem-
atika hasil diskritisasi berupa sistem persamaan yang tak linier, sehingga
dilakukan linierisasi model dengan Metode Newton, dan diselesaikan dengan
Metode Eliminasi Matriks Blok Tridiagonal.
3.) Hasil simulasi numerik dengan menggunakan beberapa variasi parameter
yaitu parameter magnetik, bilangan Prandtl, sudut irisan, dan volume fraction
nano fluid, densitas fluida nano, kapasitas panas fluida nano didapatkan
bahwa:
a.) Semakin besar nilai parameter magnetik (M) maka profil kecepatan
fluida yang dihasilkan semakin besar, akan tetapi profil temperaturnya
semakin kecil.
b.) Tidak terdapat pengaruh ⌘ secara signifikan terhadap berapapun nilai
variasi Pr yang diberikan. Akan tetapi terlihat bahwa semakin besar nilai
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⌘ maka semakin meningkat profil kecepatan, semakin besar bilangan
Prandtl yang digunakan maka semakin kecil temperatur fluida yang
dihasilkan.
c.) Semakin besar sudut irisan maka profil kecepatan semakin besar
sedangkan profil temperatur semakin kecil.
d.) Profil kecepatan variasi nanoparticle volume fraction ( ) semakin
meningkat pada saat nilai   adalah 0     0.5 dan semakin berkurang
pada saat nilai   adalah 0.6     0.9, semakin besar nilai   maka
semakin meningkatkan profil temperatur fluida nano.
e.) Nilai densitas fluida nano meningkat maka profil kecepatan besar
sedangkat profil temperature kecil.
f.) Semakin besar nilai kapasitas panas fluida nano (⇢CND) maka profil
kecepatan semakin besar akan tetapi nilai tiap ⌘ akan menjadi konstan
dan profil temperatur juga semakin kecil.
6.2 Saran
1.) Pada penelitian selanjutnya dapat dilakukan studi tidak pada titik stagnasi
atau (x 6= 0), sehingga dapat dilihat profil temperatur dan kecepatan diseke-
liling permukaan bola teriris.
2.) Pada penelitian ini penelitian dilakukan pada aliran medan magnet yang tidak
mengalami induksi, diharapkan pada penelitian selanjutnya dapat dilakukan
penelitian dengan memperhitungkan adanya induksi medan magnet.
3.) Pada penelitian ini tidak terdapat perpindahan panas atau konveksi yang
terjadi sehingga diharapkan pada penelitian selanjutnya dapat disertakan
perpindahan panas atau konveksi.
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